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RESUMEN

Sea M =M (xl,--., x,,) una forma cuadratica definida en (18), en este articulo se define la distribucion
-\ A . .
(M + ZO) y se encuentra el residuo en A= —% - %, m= 1, 2,--- y k=0,1,2,... como consecuencia se

m

obtiene la propiedad F_iy(m =L]; {5()6)} (ver formula (42)), donde F; es la familia de funciones

distribucionales definida por (35)y es el operador definido por (39) y L% es la distribucion delta de
Dirac.

, . + : .,
Finalmente usando la transformada de Fourier de F, se le da un sentido al producto de convolucion

(ver formula (59). Los resultados obtenidos en este articulo son generalizaciones de formulas que
aparecen en ([1], pagina 353, ([2])) y ([3]) pagina 346, formula 5.4.
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ABSTRACT

Let M=M (Xl,---, X,,) be a quadratic form defined by (18), in this paper we defined the distributions
(Mil'())/1 and find the residue at 4= —ﬁ—%,m = 1,2,--- and £=0,1,2,... As consequences we
obtain the propertie F_izkm =Ll; {5(X)} (c.f. formula (42)), where I ai is the distributional family
defined by (35) and L]; is the operator defined by (39) and §(x) is the distribution of Dirac delta.

Finally using the Fourier transform of the distributional F ai are give a sense to the convolution product
LIZ {5 (x)} *Lla {5 (X)} (c.f. formula (59). Our results are generalization of formulae that appear in ([1],
page 353, ([2])) and ([3]) page 346, formula 5.4.
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EL RESIDUO DE ((y,x +..+7,x2)" )
Sea

P=P(x1,...,xn)=(zn:}/jxf] (1)

una forma cuadratica con coeficientes complejos, y sea la parte imaginariade P , Im P una

forma cuadratica definida positiva, es decir, Im ) (R 0, j=1,2,.,n

y; =ib )
con bj. > 0.

Entonces para toda funcion de prueba 1 @ en el espacio K donde K es el conjunto de
funciones C* con soporte compacto ([1], pagina 2), se tiene,

mAl mA
Pt )= J{Z jfjxf} p(x)dx=e* I(ijxf] @(x)dx (3)
j=1 j=l
Haciendo
X, \%
4)
X, =5

En (3), se tiene,

Arim

P'p)= ¢’ P o (y)dy (5)
)

donde

P =V Aty (6)

(pl(yla"ayn) Z(D(XI,...,)C”). (7)

Ahora, sabemos que la funcional (¥ M,(/)) ([1], capitulo I, seccion 3.9), tiene singularidades en
los puntos 24 = —n— 2k, por tanto la funcional (p2/1m ,0) |, tiene polos simples en los puntos

—_n _k
ﬂ/_ 2m

m*

Para k=0 encontramos la siguiente formula, ([1], pagina 73 y [6], pagina 792)

Res 72 = L Resr/ =27 5(x) (8)
G Zmﬂ 2mF( )
2m =-n
16
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Por tanto de (5) usando (8), se tiene

—7zin

4 272-7
Res P* = ¢ o
l:_zi by i /b, Cm)T(5)

m

Vamos a encontrar el residuo de P* en los otros puntos.
Para este proposito consideremos el operador diferencial

"1 92
L=

J=1

¥, o
donde

yfd@,@>0J:Llwn
Por célculo directo se obtiene la siguiente relacion

L,P"" = 2% (mA+1)(mA+ g)P’l.

Iterando [ veces se obtiene la siguiente relacion

LAPY Y =2 (mA +1)...(mA+1)(mA + g)...(m/l + g +I-1)P™.

Haciendo /=km,m=1,2,... en (13) se obtiene

km [ pAtky _ ~2km n n _ A
L{P™" =2 (mﬁ+l)...(m/1+km)(m/1+2)...(mﬂ,+2+km HP”.

De (14), se tiene
2 1

(x).

T2 (A 4 1) (mA+ km)mA+ 1) (mA 4+ km—1)

y consecuentemente
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(13)

(14)

(15)
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A 1 ‘
Res P* = .
r—2 22K (mA+1)... Atk )(mA+1)...(mA++km—1) ‘ PR

km ¢ pA+k
Res L {P""} =
A==k
= 1
22K (m( =), (m (= ek Y ham Y (m (= oK)+ ... (= mh ) + k1) © (1 6)
Res LY P’
_ r'e 1 m pp
= 22km(_])mkr(%+mk) (—l)’"" (k! ReS {4}/ P

2m

luego, insertando (9), se llega a la siguiente formula

T rir sy
Res P* = ° 2
P 22K T (Bt )(fam )1 By ... [B, T (2)(2m)
2m

(17)
e%ZﬁiLfm {5} e%anLﬁm {5}

= (2m)2**" T (Bt )(om )1 By ..+ [B, = @m)2*R" T (Bmke ) (om)\ =i ... [~ier,

LAS FUNCIONES GENERALIZADAS (M +i0)" v (M —i0)*

Sea

M:M(xl...xn)z[zn:ajfo (18)

una forma cuadratica no degenerada con coeficientes reales. Entonces podemos definir
distribuciones analogas a ()C-I-Z'O)/1 y ()C—I'O)/1 ([1], capitulo I, seccion 3) las cuales podrian
llamarse (M +l'0)/1 y (M —iO)/l.

Para este propdsito vamos a considerar la forma cuadratica
G=M+iM’ (19)

donde M  es una forma cuadratica definida positiva (con coeficientes reales).

Sabemos de ([1], pagina 275) que cuando los coeficientes de M convergen a cero, la funcion
generalizada (M +iM ') converge y su valor de convergencia es decir su limite esta bien

definido. Este limite lo llamaremos (M +10)"; es decir por definicion se tiene que

(M +i0)* = lim (M +iM ). (20)
M —0

18
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En forma similar, se define la funcidon generalizada (M —l'())/1 como el limite de la funcion

: AV : ' '
generalizada (M —iM )" cuando los coeficientes de M convergen a cero, donde M es una
forma cuadratica definida positiva, es decir, por definicion se tiene,

(M =i0)" = lim (M —iM '), 21)

De las definiciones de (M +l'0)/I y (M —iO)l podemos deducir que ellas son analiticas en A

n

k .
3m — m» donde k es un entero no negativo.

en todo punto excepto en A=-

De (17) las distribuciones (M +i0)* y (M —i0)" tienen polos simples con residuo dado por

Res (M +i0)* = lim Ress (M +iM'")* (22)
n k — n k
- S -
y
Res (M —i0)" = lim Ress (M —iM")". (23)
_nk - =k
2m m 2m m

. . ;. !
En orden de encontrar el residuo, necesitamos solamente encontrar el limite cuando M
converja a cero de \/—i}q \/—iyz ...\/—iyn.

Sin perder generalidad podemos asumir que M’ s de la forma

M'=e(x[)" = e(x? +..+x2)" . (24)

Usando que
Jz = ‘z‘%e%aﬁ”z,—ﬂ <arg <,
([1], pagina 273), donde : es un niimero complejo, se tiene

S A=Yy =iy, = N e

i

eZ

(25)

eéarg 7 eéarg 7» eéarg Ypal

ALY g

Supongamos que el autovalor p es positivo y el autovalor ¢ es negativo, donde p+qg =n es
la dimension del espacionegative. Entonces cuando & — 0, de (25) se llega a la expresion

lgl_r)lolJ— iy,|-i7, "'x/_ iy, = e /‘al...ap...apw et = e%\/we_%m (26)

donde A es el determinante de los coeficientes de M .

19
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., . _ k
Ahora usando la ecuacion (17) para expresar el residuo de G* en A= 3

da
Res (M +i0)" = 2z 145
PR @m2* T2 +k) ke A
donde
n 1 2
L=""_
TSy, o
En forma similar se obtiene
Res (M —i0)" = 27 15}
itk @m2* T +k) ke A

Nosotros observamos que Ly puede ser escrito en la siguiente forma

1 0 1 0° 1 0 1 o
L =L =——5+.+——_—5+ e
a, ox, a,ox, a,, ox,, A,y OX,.,

si 4,00, >0 y a,,.a, <0

En particular si

y m=1,de(27) y (29), se obtiene la formula

2 2 2 2 -4
lliifk(xl Fotx, =X, ——x,,, i0)" =
2
— 27 2 k
= Lo
2 KIC(2+k)e 2
donde
0° 0° 0’ 0’
L:F+"'+62_62 - _82
X XP Xp+1 Xp+q

la férmula (32) aparece en ([1],pagina 353).

, lo cual nos

(27)

(28)

(29)

(30)

1)

(32)

(33)

Haciendo k& =sm,m=1,2,... la férmulas (27) y (29) pueden ser escritas en la siguiente forma:
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27?2

Res (M £i0)" = L5} (34)
A=msms Cm)2>" T (% + sm)(sm)le” > A ‘A‘
LA DISTRIBUCION F~,, (M £i0,m,n)
Sea F, =F,,, =F,, ,(M%i0,mn) lafamilia de funciones distribucionales definidas por
FE (M £i0,m,n) = A* (M £i0)™ (35)
Donde
e%l—‘ n-a A Lgm
AF = Me‘T (36)

a,n

2°7°T(%)

(M ii())/1 son definidas por (20) y (21), A es el determinante de los coeficientes de
M(Xl...xn) y F(%) es la funcidon gama. La familia F; aparece en ([3]).

Tomando en cuenta que (M + iO)% tiene polos simples en o =-2km, y considerando que

la funcion F(%) tiene polos simples en los mismos puntos, donde 4 =0,1,2... y m=12,...
se tiene,
F—ika,m,n (M * iO,m, n) = lima*)_ka F'ir =

a,m,n

T G%F(ﬂ)\/w 17 (Mi0) 20
=lim,_, ,,, Lo—e tlim, ()
2‘1”2 2
. a-n (37)
_ e (Ltkm) lim (a+2km)(M£i0) 2
yam 5 FTOTHM (@a2km)T(5)
L 47 a-n
() Jaje 2 Res(a/\iljg)m
T e g (@ 2kn)D(5)
Usando la formula (34), se tiene,
Res (M +i0)*" =(2m)Res (M +i0)* =
a=—2km A==k
(38)
Zﬂ%Lﬁ”’{b‘}
- +ﬂ
2T (km)(hom) [ Ale 2
donde
10 1o 1 & 1 o
L=—_S+.+——5— T (39)
Ox, a ox; a, K Ox a, ox
al 1 P P p+l p+l p+q p+q
si @,esd, >0y a,.,a, <0
21
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Ahora usando la féormula

ResT'(z) = (_kl')k

z=—k

se tiene,
lim, .. I'($)(a+2km)=2lim,__,, (%+km)I'(%)

=2lim,_,_, (z+km)[(z)="""

De (37) y usando (38) y (41) se obtiene la siguiente formula:
}zibw =:[E§hwﬂmn ::fgij}iiﬁ;lﬂélei%i.
2721("1 7[7

n
(km)! 27221k
. 2(_1)/071

g7
229 D (k) k)L A 2

= 1" (5(x)}.

En particular si @, =a,=..=a,= 1, a,,=.=0a,, = -1 y m=1,setiene

Fo =F, . (M%i0,mn)=L5

donde
ol o’ ol ol
L=_—F+.+_ 5——5—u—"5
Ox; ox, 0x,, ox,.,

EL PRODUCTO DE CONVOLUCION L {8} *L {5}
Sabemos que la siguiente formula es valida ([3]):
FAFS b =" (N(5)s,) FiO)
donde ([3]):
N(Sypeer ) = Zisf,
=14
y F{f} es latransformada de Fourier definida por
FU @) = [e f(x)dx.

Haciendo B =—km en (45), se obtiene la transformada de Fourier de F_ékm,

AR, v =" (e +...+c,s. Fi0)™
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(44)

(45)

(46)

(47)

(48)
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donde ¢; =
N J

De (48) y considerando (42), se tiene,
f‘{L’Z’@}: e " (5] +...+c 50 Fi0)™ (49)
si al,...,ap>0ya a. <0.

p+12* Y ptgq

Por otra parte usando las definiciones (20) y (21) se tiene,

(M +i0)" =M™ + ™M™ = M +(-1)" M™" (50)
y
N fm | —kmzi y rhm Jon on gk
M=i0)" =M"+e™"M™" =M" +(-1)"M" (51)
donde k£=0,1,2... m=12,..,
M*if M >0
M (52)
0if M <0
y
(=M if M >0
M* : (53)
0if M <0.
Ahora escribiendo por definicion
km km km 3 rkm
M :M+ -|-(—1) M_ , (54)

De (49) y usando (50), (51) y (54) se obtiene la siguiente formula

EAL™ S = (-7 M™ = (<)) (¢, +...+¢,8)" (55)

si a4y, @), > 0y Ay A,y < 0, ¢; =a1—/_, y La es definido por (30).

En particular si m=1, ¢, =4, =..=4, =1y a,, =..=a =—1 en (55) se tiene,

ptq

FIL o = (<D (57 4.+ 52 =2 =2 ), (56)
donde L esta definido por (44).

La foérmula (56) aparece en ([2], pagina 23)

Ahora tomando en cuenta que L/;m {0} estd en el espacio O donde O es el espacio de
distribuciones de rdpido decrecimiento ([5], p.244) y considerando el clésico teorema de

23
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Laurent Schwartz ([5], pagina 268, formula (IV, 8.5)), se concluye la validez de la siguiente
formula

FULm sy M1} | =FILESYy . FLL {5} =

km Il 2 2\km 2 2N\
=(=D" ()" (¢85, +...+c,5,)" (e8] +...+¢,5)"

(57)
=(=D)*" (st +. e )"
=FL (5
De (57), se concluye la siguiente propiedad:
L6} L {0y = L6} (58)
En particular si m=1,q,,..., a,= 1,ap+1 =..=4a,,, = —1, de (58) se obtiene la formula
L{o+ {6} =L} (59)

donde L es el operador definido por (44).
La formula (59) aparece en ([4]), pagina 346.
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