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RESUMEN

En este articulo se obtienen férmulas entre el operador La iterado J veces definido por la férmula (31) y la derivada de

V) = > aix?

orden (K—1) de la delta de Dirac soportada en i=1 En particular se obtiene que st (V) es una

—k_j<

n
solucion homogénea del operador ultrahiperbolico iterado | veces si > y Enkuv esta definida por medio

de la formula (78) y es solucién elemental del operador La iterado S veces. Haciendo K = S+ 1,1 = 1 en (18) se tiene

— n-4
gue 5(3)(P+) es solucion homogénea del operador ultrahiperbélico si S = 75+ Nuestros resultados son

generalizaciones de férmulas que aparecen en ([10]).

Palabras claves: Delta de Dirac; Operador
ABSTRACT

In this paper we obtained formulas between the operator La jterated | times defined by formula (31) and the first order

V(x) = D aix?

k-1
derivative of the Dirac delta supported in i=1 . In particular it is obtained that s (V) is a homogenous
-k<j< E

solution of the ultra-hyperbolic operator iterated I times if 2 2 and —™kaVis defined by means of the

formula (78) and it is an elemental solution of operator Laiterated Stimes. Doing k=s+11=1j, (18), 69 (P.)
_ n-4

becomes a homogeneous solution of the operator ultra-hyperbolic if S=7 . Our results are generalizations of the
formulas in ([10]).
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INTRODUCCION
Sea X = (X1,...,Xn) un punto de R" y sea

n
V =V(X1,....Xn) = D_ax? = arx? +...+a,X2 + 81 X2+ Xy 1)
=1

donde & son nimeros reales, 4 +V = N dimension del espacio.

Designamos el dominio:

T, ={XeR" :x; >0,x; >0,...,Xy, V> 0} (2)

y con T+ se designa su clausura.

Consideremos la familia de funciones distribucionales B« (X) definida por

a-n

VT GixeT
Kmn(a) *

Boz+mn—n (V) = (3)
Osix ¢ T,
donde @ es un nimero complejo, M = 1,2,.. y Km n@) es definida por

oL g a a
n2 T4+ DI(3 = 590G

T a (4)

Km,n(a) =

<V g >= jv>0 VE p()dX. (5)

En (5), © es una funcién de prueba que pertenece a D (espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte
compacto ).

Batmn-n(V), la cual es una funcion ordinaria si Re( om ) 2 2m ' €S una distribucion con respecto al parametro .

Llamaremos Ba+mn-n(V) la generalizacion del Nticleo Ultrahiperbdlico de Nozaki Y.

Haciendo M =1, &1 =8z...= &y =1y au = aus =..= & = L en (3) y (4) la formula (3) se reduce a
UJ:XT_H H T
Kin(@) SIXe |4
Bu(V) = Ra(U) = (6)
Osix ¢ T,

donde
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u=u(x1,...,xn)=x§+...+x§—xfl+1 T )
y
n-1
2 T(& + D5 - 4)IN(a) 8
K1n(a) = e L ©

r(“z;“ + 1)r(“2;"‘

R.(U) es intoducido por Nozaki Y. en(([1]), p.72) y Ra (U) es llamado en ([2]) El nucleo ultrahiperbdlico de Marcel
Riesz .

Haciendo & = 1 en (6), (7) y (8), se obtiene precisamente el niicleo ultrahiperbélico de Marcel Riesz (([1]), p. 72)).
Observe que poniendo & = 1 en (6), (7), (8) y recordando la férmula de duplicacion de Legendre de '@ :

I'(2z) =22 7T (2)[(z + %) ([4].p.5, férmula(15)) 9)

la férmula (6) se reduce a

a—n

2 .
= jfx e T,
Hn(@)

Nq(U) = (10)
Oifx ¢ T,
donde
o =X2—X5—...—X3 (11)
y
Hn(a) = 2&—1n"7'2r(%)r(‘17—” +1) (12)

N4 (U) es el nicleo hiperbélico de Marcel Riesz ([3], p.31).

Observe que considerando la formula(9), la férmula (4) se reduce a

Kmn(a) = Hmn(0)Xm (1, @) (13)
donde

Himn(a) = n”z;zzﬁ—lr(%)r(az—y‘ +1) (14)

F(5-+ %)F(% - 5=)
r(% + 1)r(%)

X (@, @) = (15)
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Ahora usando la formulas

rra- (16)
@rd-2 = Sln(Zn')
y
1 1
r IN=-2) = 7
(5 +I'(5 -2 = COS(Z )’
Xm (1, @) puede escribire de la siguiente forma:
Xm(a) = (~1) 2 sip=2ms+ms=12,.. (18)
y
sn LE
Xm(u,a) = —(— 1) Sipu=2ms,s=12,.. (19)
Ccos (
Por tanto, de (15) y considerando (18) y (19) se tiene,
K (@) = (1) = Hoy (@) Si g = 2ms +m (20)
y
o sin(5= _
Knn(a) = [(-1)(-1)2n _Or,?r JHmn(a) si u = 2ms. (22)
cos(m
De (3) y usando (20) y (21), Batmn-n(V) puede escribirse en la siguiente forma:
v .
Boimn-n(V) = - Slu=2ms+m (22)

(=1) = Hun (@)

V l;_mn COS( [0%/4 ) )
Ba+mn_n (V) = Sl ‘U = 2mS (23)
[(-1)(=1) 3 Sin(LZ)]Hnm n (@)

B, (V)

a—"n

Ahora vamos a estudiar Baimn-n (V) para m=1y a=2k. De ([6]), V+° tiene singularidades en los puntos

an

a=-2kk=1,2,... paran pary k<3  Enelcaso K = 0, V4 tiene singularidades para N par y también para
n |mpar Sl al, . .ay > 0 y aﬂ+1, . .a‘u+v < 0 Portanto

n

o
V+2 _ V+ 2

- FEL+1) Tkh-Z+1)

(24)
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n
para N impar pero también es valido para N par bajo la condicion k> o

n
Para N pary K < 7 se tiene

% 2=k-1 Re SV&
lim S 2 -
r(£4+1) ResI'(A+1)
a—2Kk 2 /l:k—%

Resv
/1:7(%40
- ResT(A+1)
=5
Por otra parte, de ([6]) se tiene las siguientes férmulas:
_1)k—l
Res V, %= eh s,
—kk=1.2,.. T (k-1
si K < %,al,...ay > Oyawl,...awv < 0,
Res V4= 0
A=—2kk=0,1,2,..
si M espary V impar, 81,...8y > Oy Auety .- Aupy <0,
A_ (_1)%773 LkZs
= X
A=Dkk=0,12... " 22"k!1“(%+k) a {6007

si M esimpary V par, 81,...8y > Oy Quits-- Ay <0,
. (DEDae
T22KIT (L + k)

La{800)}

}t=—%—k,k=0,l,2,..

si 4y V sonpares, &1,-..8y > 0 y QuilyeeQuiy < 0 y

i (DED At
T 22Kr(E + k)

[v&) - v JLste00y

/lz—%—k,k:O,l,Z,..

si 'y v son impares, 81,---8u > 0 y Qudy e sy < 0, donde La esel operador definido por

1 o2 102, 1 & 1 &
La = . + +...+
R ¢ A ox2 T At ox2 v ox2,,

si A1,...a, > Oya#+1,...au+v <0,

I''(x)

y(x) = )

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

31)

(32)
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y para enteros no negativos y nimeros fraccionarios no negativos los valores del argumento de w(X) estan dados por

k) =—-C+l+i4. +-L1_ k=23 ..

y/(k+%) =—C—2In2+2(1+%+...+ 1 yk=123...

y C es la constante de Euler.

Por otra parte, de (26) se tiene:

1) 1 pary v par (N par)

Res V7’

(L)

G5 K<3ok=123.,

2) 1 impary v impar (N par)

2 k-1’

2k -1

(D!

ey LA
]

L]
Res V7’ L(S(%‘HW)

—(2k)

ahk< k=123

De (24), (25), (35), (36) y considerando la formula

=k

T E k-

Res I'(2)= (_k—ll)k

bajo las condiciones @1,---8u > 0y @pi1,...8uv < 0, se tiene

'

an
V.2

lim S L JE—
w2k F("Z;” +1) S

N

k-1
Vi 2

n
F(k75+1)

para n impar,
pero también es valido para n par
bajo la condicionk > 2y

527D (V) paranparayk < L.

Por otra parte, poniendo M = 1 en (22) y (23) se tiene

o

Bu(V) = — Y=

(-1)“F Hyn(@)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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sipg=25+15=012,...y

CoS &, V?ﬂ
Bu.(V) = 2

(-1) 2 senE Hy n(a)

sip=255=0,1,2,... yde ([6]) se tiene la siguiente formula

BuMsipy=2syv=2t+1

da,l,n
Ba(V) =
0 para otros casos

donde

Hin(@) = Ha(@) = 7> 22 (4N (450 + 1)

— — ol _a
da,l,n - da,n =2 F(Z)r(l 2)

De (39) y (42) se tiene

o

H V+2 —
B,k (V) = lim =
a-2k (-1) 2 Hyip(a)

on
V.2
F(“T‘”+1)

=—2L lim

n=2
r 2 2%Ar(K) a2k

si M esimpar. Por tanto, de (38) y (44) bajo las condiciones @1,---8u > 0 y

a#+1, e a,u+v < 0’ se tiene
1. 4 impary v para (N par)

_n
kZ
+

Ba(V) = 1 v

ﬂ%22k—11—~(k) F(k - % + 1)
i k>

n
Sl 27

2. W impary V impar (N par)
P

BZk(V) = N2 1 V-*—n2
7T722k_1r(k) F(k iy + 1)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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N |
<

Ba(V) = ———= 5E+D (47)
(-1)z 772 2211 (k)
k < % y
3. W pary VvV impar (N impar)

Si

a—"n

-1 k . VJrT
BZK(V) - u( n),z lim 1"("’—’”4—1):
(DD Zr 2 22000 gdk 2
(48)
_n
= (_1)k VE 2
(—1)(—1)%71%2%-11_('() T (k-2+1)

L {s%D(V (%, x,)}

Lema: Sea 6% P (V(X1,..Xn)) la distribucion definida por (1) y LY el operador iterado | veces definido por (31),
entonces la siguiente férmula es valida
2211"(% —k)

LA{S*DV(Xy. Xn))} = T2 —(+k))

S®ID(V(x1. Xn)) (49)

para N impary (K+1) < 3 sinespara, 81,8y > 0y @1, ... 8y < 0.

. . . k-1 ; .
Demostracion: De([8]) se tiene que la transformada de Fourier de 8¢ )(V(X 1,.Xn)); esté dada por la férmula

8OV = C(k,n)

(50)
{e—(—k+%)ni(N _ |O)k_% _ e(—k+%)n’i(N + |O)k_%}

si @18y > 0y au,...8uv <0, donde el simbolo A significa Transformada de Fouriere,

C(k,n) = —L2n2z (D _ )20y 1, (51)
Al 2
A es el determinante de los coeficientes de V
n

N = N(S1,...Sn) = (,iijsj2 (52)

=1
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(N £i0)* = lim (N£iN)* (53)
N'>"0

Por otra parte, de([7]) se tiene la siguiente férmulas:

. C\k
{L|§15}A _ ok (a_lls% +.. _+a—1ﬂsi - aj-+1 SIZFr1 —.. .—T]'WS,ZHV ¥ IO) (54)
(V+i0)*. (V +i0)* = (V +i0)*+, (55)

YTRY 7L+,u¢—%—k,k:0,l,2,... y
(V +i0)k = (V—i0)k = V& (56)

parar K = 0,1,2,...

Demostracion: Sabemos que L:5 es una combinacién lineal finita de O y sus derivadas, por tanto LL5 es un convolutor
del espacio D (espacio de distribuciones), esto es Lja5 es una distribucion de clase O, donde O¢ es el espacio dual
del espacio Oc¢ ( [10], p. 244). Por otra parte S®D(V(X1,.Xn)) es una distribucion homogénea y usando ([13]),
S D(V(X1,..Xn)) es una distribucion temperada, por tanto S D(V(X1,..Xn)) €S donde S es el dual del

espacio S de Schwartz, y usando el teorema clasico de L. Schwartz ([14], page 268, formula (11, 8, 5) podemos concluir
la validez de la siguiente férmula:

{Lss 5("*1)(V(x1”_,xn))}A _ {Lja(S}A. DNV X)), (57)

donde el simbolo * significa convolucion. De (55) y usando las formulas (50), (54) y(56) se tiene

{6+ 64 DMxy, )} = (_1)ckti)f(ﬁ>k'n) EEDV )yt 68)

para N impar y bajo la condicion (k+]) < % si N es par. De (58) y usando (51) se tiene

LLS % 5% D(V(xy,. Xn) =
(59)
22T (2K)

= — (k+J_1)
F(%—(j+k))5 (V(Xl,...xn))

1 n
para N impar y bajo la condicién k+])) < 2 siNespar, Q1,...au > 0 and Ayl - Auy < 0. pe (59) se obtiene
la formula (49).
n H n
En paticularsi 2 ~ k<j<3,

LA{6*D(V(Xy, Xn))} = 0 (60)

. k-1 - )
si N es par, @,---8u > 0y @ui1,. .. 8uv < 0. por tanto S D (V(X1,.Xn)) es una solucion homogénea del
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operador ultrahiperbo6lico operator iterated j time:

k
L§={iaz+ Lot 1ot ] 82} (61)

oxz T Awoxd  Awoxd, 0 B oaxd,,

ar,...8y >0 y Au1,...8uv <0. Laférmula(49) es una generalizacion de la formula(10) de ([A6]), en efecto

haciendo &1 = & =...= 8y = L1 =...= 8uv = —1 en(49) se tiene
. 2L —j) .
jssk-1) _ 2 (k+j-1) (62)
R o KA
si] +K <2 donde
P=PX) =x§+..+x5 X2, —.. X, (63)
y
0? 0? 02 02
L = +...+ — - : 64
{axi OXp  OX2, OX2,, } &4
La formula (62) aparece en ([10]). Es claro que poniendo 81 = @2 =...= a, = 1aau+1 =..=au = —len (60) si

n 1 n _
2 k=<j< 2 s« l)(P) es una solucion homogénea del operador ultrahiperbdélico.

i
. 2 2 2 2
=49 4 4,0 o 0 : (65)
ox3 OX5  OX2, OX2,,
Haciendo K =s+1,j=1, m=1y a =a =..=a =Lau =..=a&w =-1 en (60), se tiene que

5(3)(P) es una solucion homogénea del operador ultrahiperbdlico L. Podemos observar que en particular si

— 4 sGs
S=5,0
(64).

'(P) es una solucién homogénea del operador ultrahiperbélico L, donde L esta definido por la formula

La férmula (49) no depende de la signatura de # y vV donde #+V =N es la dimension del espacio. Haciendo

k =

% —Tan (49) con % -r>0, para N = 2, se tiene
LL{8G D (V(xy,.xn)) } =
(66)

230() o(L-r+j-1)
TG 02 (V(X1,.Xn)).
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si] <1 <3 +J—=1 Laférmula (66) es una generalizacion de la formula (20) de ([10]), en efecto haciendo

a.]_ = 8.2 .= a‘u = 1,ay+1 .= awv = —1 en (66), se tiene

L{6= PPy xn))} =
(67)

2A0(n ¢(L-r+j-1)
F(r—j))5 2 (P(Xl,xn))

si] < <3 +i—L gonde P(X1,..Xn) esta definida en (63) y el operador L en (64). La férmula (67) aparece en
([20D).

Por otra parte de(47), se tiene
S DNV X)) = (-1)'T 77 2211 (K)Byy (V) (68)

sid1,8u >0y au1,...8uv <0. Ahora haciendo M = 1 en (([11]),
férmulas(25) y(26)), se tiene

M- £)EDk
FE-ra- (& -K)

LE{B.(V)} = By2k (V) (69)

sid1,8u>0yau,...aum <0. pe(68), (69) y usando la formula

rOrad-z = sen7(rzn) (70)

se tiene

L3 {54 DV, xa)} = ()T 722 T (L3 {Ba(V))

1

= (-1)'7 17 2% T (KL {Bagegy (V) } = (71)

_ TRy s(F-k-5)-1)
272Sr((kis)))5 2 (V(X]_’Xn))

n
si My V sonimpares, K > S, k < 2 Lag,...a, >0 y Aty Bupy < 0. Laférmula (71) es la formula (66).

Ahora considerando la formula;

(_1)71:9( + 1)ﬂ71 Lg{a(x)} - (—1)'.5 {S(X)} (72)
o1 2(_1) —-ki(-1)2

B_ok(V) =

si Ly V sonimpares, 81,---8u > 0y @1, 8uv < 0. ([11]), se tiene
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L3 {6 P (V(xe,.xn)) } = TknL 3 B-ac(V)} =

(73)
= T L5*{6(x)}
Si S—k Z O’ al,...a'u > Oy a“+1,...aﬂ+v < O Donde
Ten = (1) 25 2210 (K). (74)
De (73), (74) y usando (47) se tiene
L5 {0 DV, Xn)) b = —TialE* 800} =
(75)
= (D1 T2 T 22T R)LTHEX)}
sik=sk<Z.a,...8:>0ya.,1,...au <0. Haciendo k = S en (75),se tiene
Ls {0 PV, xn) } =
(76)
= ((1)(-1) 7 7T 22T (K)S(X).
La férmula (76), significa que
Enun (V) = T SEFD V(. X)) )
(-D(1) 7 n72 22'T(k))

es una solucién elemental del operador L3 definido por la formula (61) si 4 y Vv son impares, 1,...8u > 0 y
Auity---Aurv < 0. La férmula (77) es una generalizacion de la formula (23) de ([10]), en efecto haciendo
d; =ady =..= a‘u = 1,a#+1 == a#+v =-1 en (77) se tiene

Enpuv(P) = L 5E D (P(xe, Xn)): (78)
(-1)(-1) z m 2 220 (k))

donde P(X1,..Xn) es definida por la formula (63). La férmula (78) aparece en en ([10])
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