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RESUMEN

Consideremos el operdor Lt:% — c2A, donde A es el operador Laplaciano definido por (22) y

sea L¥ el operador de onda iterado k-veces definido por (21).En este articulo se obtiene familias
de soluciones elementales Ej (x, t)(ver formula (29) y Ej (x, t)(ver formula (54) del operador L,
iterado k-veces, para los casos n par y n impar respectivamente. Como consecuencia se obtiene
que ug(x,t) definida por (60) y Vi (x,t)) definida por (61) son soluciones de la ecuacion
diferencial no lineal L¥u, (x,t) = f(x,t,u,(x,t)) parak=1, 2, 3,...

Palabras Claves: Solucion elemental; Operador de onda; Teoria de distribuciones.

ABSTRACT

Let Lt—— — c2A be wave operator, where A is the laplacian operator defined by(22) and let L¥

be the wave iterated k-times operator defined by(21). In this article we obtain the elementary
solutions Ej(x,t) (see formula (29) and Ej (x,t) (see formula (54) of the operator L.iterated k-
times, for the cases n even and n odd respectively. As consequence we obtain that u(x, t)
defined by (60) and V(x,t)) defined by (61) are solutions of nolineardiferential equation
Lfu, (x, t) = f(x, t,u,(x,t)) fork=1, 2, 3...

Keywords: Elementary solutions; Wave operation; Distributions Theory.
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1. INTRODUCCION

Sea (x,t) = (x1X,, ... X, t) UNn punto de R™*1, donde ¢ > 0,y sea P.(x, t) definida por

P.(x,t) = c?t? —| x |? 1)
donde:
| x 2= x2 + x2 + -+ + x2. 2

Por I, designamos el interior del cono:
I, ={(x,t) e R"""1,t > 0,P.(x,t) > 0} (3)
y con I, su clausura.

Se define la funcion generalizada(P. (x, t))* usando el mismo método dado en (Gelfand y Shilov
1964), donde A es un numero complejo, de la siguiente forma:

2
< (P.(x, t))+,,<p(x, t) >= fF+PC(x, D (x, dxdt = [ [ P (x, )@(x, t)dxdt (4)
donde ¢ (x, t) es una funcion de prueba en las variables (x, t).

Por célculos directos de (4) se tiene,

< (RGD),, 000 >= 7360 O )
donde

G §) = £ [1(1~ W H'T ¢y (& ) dh, ©)
$1(6h) = p(ER) = p(t,0) = [, 9(ew, Ay ™

y Q,_; es el area de la hipersuperficie de la esfera unitaria dentro del espacio Euclideano (n-1)
dimensional.

La formula (5) es similar a la férmula (10) dada en (Gelfand y Shilov, 1964), para el caso p =
lyg=n-1.

Por tanto de Gelfand y Shilov pagina 255, el funcional < (P.(x, t))i ,@(x,t) > tiene dos grupos

n n

de singularidades, asaber A = -1,-2,... yA=—-,———1, ...

Por otra parte, tomando en cuenta la definicion< 6§ ® (P.(x, t)),, o(x, t) > (8)
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dada en (Gelfand y Shilov, 1964) y usando el mismo método dado en (Gelfand y Shilov, 1964),
después de célculos elementales se obtiene la siguiente formula:

Res;—_(P.(x, t)) D2 5600 (P, (x, 1)), 9)

(k 1)'

. , .y, Ly . . . .« oz -1
si n es par, la formula también es valida si n es impar pero bajo la condicién k < nT

De (Gelfand y Shilov, 1964), el funcional <x?, ¢ > es regular para todo A excepto para A=-k,
k=1, 2, 3,... donde tiene polos simples y vale que

Res)—_x < x§, >= ——= ¥ 1(0). (10)

(k— 1)'

Ahora de (5) y usando (10) se tiene,

ak
Res,_ REEN < (P.(x, t)) Lo t) >= E[aka nt1 ka 0 (11)
Sinesparyk=0,1,2,...
Haciendo k=0 en (11) se tiene,
2
Res,_an, < (R.(x,0), 90 6) >= [G_(nTH)gL:O = G_(us2(0). (12)
De (6) y usando la formula
1o o NApp—1 4 _ _ I'vrq
Jy( =ttt dt = B(A,p) = 70 (13)
Para Re (A)>0 y Re(n)>0, donde I'(ex)es la funcion gama. De (12) usando (6) y (13) se tiene
_$1(0,0) T(=3+)I'3)
ey O=" g a4
Ahora considerando que Q, es el area de la esfera unitaria en R¢ y esta dada por la formula
d
212

Q, =" 15

=i (15)
donde d es la dimension del espacio y usando la férmula

_ T
Irz2)r(1-z = pv o (16)
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se tiene
n—-1

2w 2 ml (n)

_<p(0,0)
G_(nTH) (0)= — (17)

tc " CzreShrdyredh
si n es par.
De (12), considerando (17) y usando que FG) =3imy

¢(0,0) =< §(x, 1), 0(x,t) > (18)

se llega a la siguiente expresion

nnnl"(n)

Res niy < (P (x, t)) <p(x t) >=<—

1= - 3(x, 1), 0(x, t) > (19)

ZC( 1)zr( Hrsh

De (19) se obtiene la siguiente férmula:

n
n_nl"( )
3(x,1). 20
ZC( 1)2r<—))r<"—“) (0)

Res,__nt1 (P(x t))

2. FAMILIA DE SOLUCIONES ELEMENTALES DEL OPERADO DE LA ONDA
ITERADO K-VECES

Caso 1: n par. Sea L¥ el operador de la onda iterado k veces, definido por

62
= (05— ) (21)

donde k =0,1,2,... y A es el operador Laplaciano definido por,
A=Tasr (22)

Vamos a encontrar una familia de funciones distribucionales Ej (x, t)de L¥ para este caso.
Se sabe que una solucion elemental E, (x,t) deL¥, es una solucion de la ecuacion
LEE, (x,t) = 6(x, t). (23)

Por otra parte, por calculos elementales se obtiene la siguiente propiedad

L4(P.(x, t)):ﬂ =22A+ DEA+n+ D(R(x, t))i. (24)
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Haciendo k iteraciones se obtiene
(PG D), = @A+ D..A+ @A+ n+1) .. 24+ n+ 2k + D(P(x,0)’,

(25)
Usando la férmula
Iz _ _ _
re— (z-=1)..(z—m),m=1,2, ... (26)
De (Erdelyi, 1953), la formula (25) puede ser escrita de la siguiente forma:
Atk zk &) (-Dkr-a 2
(P D)} ( )m LD [@A+n+ 1) .24+ n+ 2k + DI(RC0 D), @7)

, 2
De (27), usando la formula (20) y tomando en cuenta que (Pc(x, t))+ en /I:k—(”T“) es una
funcién regular si n es par, se obtiene

k - k Atk 2K (D (=D r(=n)
L¥(P.(x t)) = lim, _as Lt(P (x, t)) =lim,__ LSS e
lim (n+1)[(2/1 +n+1).. (2/1 +n+ 2k —1)].
2

lim, (n+1)(2/1 +n+1) (Pc(x, t))+,—

A
_24(eA) nRr 3y A
P [2.4.6.8.... 2k]. 2Res , _ sy (P.(x, t))_h,_
zk ) (-nkr*= Tnr(:
(@) G 12 468..2k].2 il —
-k 2C< 1>zr( ))r<—)

zk(CZ)k( 1)k 2k nZnF(z)
r((““) K ¢ (~nrrdoh
C2k—1(_1)k22k—1 1'[%['(—)

— T——3(x, t 28
MEH-0  ozresh Go0 29)

(x, )=

8(X t) =

Haciendo

r(EH-k)(-1)2 r( s
Ex(x,t) = (P( t)) (29)

c2k— 1( 1)k22k 17 ZF()

Si n es par y usando la formula (28), se tiene,
LH{E, (x, )} = 3(x 1) (30)
para k > 1.

La formula (30), significa que E, (x, t) es solucion elemental del operador L¥ definido en (21).
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En particular par k=1, de (29) se obtiene

non-1, n—-1
(-D2I(=) -9
E (x,t) = —+(PC(X, t))+. 2 (31)

4C71'7F(g)

Si n es par, es solucion elemental del operador

2

_0% 2
L= — c?A (32)
Por otra parte de (30) y considerando que L¥ y 5(x, t) son distribuciones homogéneas entonces la
familia de funciones distribucionales E,(x,t) es homogénea. Mas aun por célculo directo
Ei(x,t) es una distribucion homogénea de grado 2k-(n+1) y considerando el teorema de
(Donoghue, 1969) se concluye que Ej (x, t) es una distribucion temperada.

Observamos que la formula (29) puede ser escrita de la siguiente forma:

n+1

)

k—(
Ec(x,t) = A (P(x, t))+' (33)
donde
IS -1y (-D2rdst
Ak,n:((Z) YD) (34)
C2k—1(_1)k22k—1n-§r(;)
Usando las formulas
I'(z)y _ —-1™I'(-z+m+1) 1 1 . m
I'(z—m) - Ir(1-z) 'yF(Z + Z)F((Z Z) - cos(zm) (35)
Ay » puede escribirse de la siguiente forma
71.2
Ak,n = n n+1 n-1.,,n, (36)
22"—1k!n:2cZ"—1F(1+k—(T))F(1—(T))F(E)
Por otra parte, usando la formula 7' (z+m) = z(z+ 1) ...(z+ m — DI'(z),m = 1,2, ...
Ay Se puede expresar como
Apn = : (37)
o rar G| (S241). Elk-)rd)
Ahora tomando en cuenta que
1-n 1 1-n k Nl > 1-n 1 k-1 38
(55 +1) - T+ k-] 2 (5 +1) (38)
para k=2.3.4,...
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De (35), (36) 37Ny (38) se tiene,

1
| knl

—n n 39
CI(1+( =Dk 1I(F(1+( ))IZF() I(F(1+(1T))I2T(5) (39)

Por tanto de (33), (39) y considerando que Ej(x,t) es una familia de distribuciones temperadas,
se concluye que Ej (x, t) estd acotada para (x,t)eR™"xR,.

Caso 2: n impar. De (25) y haciendo m=n+1 para n impar se tiene,

KE(R0oD) ™ = 2c) A+ DA+ @A+ n+1) .. @A+ n+ 2k + D) (R(x,0)’ =
(2c)*A+1).. A+ K)(2A+ n + 1) .. (2A + n + 2K — 2)(2A + m)?(P.(x, t)):

2(A+7)
=Q2cAH*A+1..A+K@A+n+1)..(2A+n+ 2K
1
—2)(2A + m)Z_m (P.(x, t)):

A1) (A4 24 k=1) A+ 1) (A4 1) 22+m)2 (P (x,0))
:(Zcz)k(l+ 1)..(A+k)2k_1( 2 ) ( 2 ) (A+5+1)(2A+m) (Pc(x )+‘

2(A+7+1)
n n
TA+1+k) 281 A+5+1)..A+5+k—-1) m
TN ) (1+3+1) 2 (A+1) .. A+ =+ DI(A
2r(A+1) F(/I+%+1) 2

+1) @A+ m)*(R(x )

=|c2c Z)k% (A+3+1) . A+3+k-DA+1) .. A+ T+ 1251221+ D))

(P.(x, t))+' a+2) (40)
A+k . (n+1) m
Por otra parte, el desarrollo de (Pc(x, t))+ en series de Taylor alrededor de A = - =7

esta dado por:
(P.(x, t)): = (P.(x, t)) e (P.(x, t)) T ((P (x, t)) )( %) -

= (2,-20 ((pc (6, 0) 2 (@e t))f)) (2+ %)) (41)

para k > %

Comparando los coeficientes de (/1 + E) en ambas ecuaciones (40) y (41)
(n+1)

LY (P.(x, t)) = lim_ (n+1)L Y(P.(x, t))“k

= lim_ (n+1)(2C )" TA+1+k).(A+1).. (/1 o 1).
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limﬂ_}_(n+1) (A 2y 1) (/1 + 2y k) — 1) 2k-122,

2
lim, | ey [(/1 + ?) ] (P.Cx, t))i =22k 2k (k (”“)) k=1 (=) 51 ((n;n
2 ’
(k-3
1) sy
. Res,1=_M(Pc (x, t))i 42)
2 :

Por otra parte, de (Gelfand y Shilov, 1964) y usando la formula

g+l n

5 () = 2507 ‘2z ez [1/, (2) — (3)] L573+L8 (Aguirre, 2000) (43)

45‘_+1(s—5+1). 2 2

si p+qg=n es la dimensidn del espacio, p y g ambos impares.

donde

H=H(xy x,) =xF + -+ X% — X2 — = Xhuq (44)
L :aa_a;-l'"'+%_aj§2ﬂ_"'a:§iq (45)
Y = 1 (46)
Yp) = —c+ 14+t 1=23,.. (47)
¢(1+§)=—c—21n2+2(1+ +- +ﬂ) 1=1.23,.. (48)

y ¢ constante de Euler, para el caso p=1y q=1 considerando la formula (43), se tiene la siguiente
la siguiente férmula:

da d_
Res,_a g, (B0, = Iy () —w (5)] s (49)

donde d es la dimension par del espacio.

Haciendo s=0 en (49), se tiene,

es,_ (P ), = 0D [ (2) - v (9)]sx 0 (50)

Sides par.

De (42) y (50) se obtiene la siguiente férmula:
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) + +1) +1 I'(k - )
BE(RGo D)) 7 =222 <k— & . )>'(k— D=1 1<(” > ) 1)
)
n+1 n_+1_1 1 n+1
DED et (5)-v (5| (51)
sines imparyk—wz 0.
Por tanto haciendo
(n+1)
I (Pc(x t))
Ep(x,t) = (n+1) @D )\ U S ntlontl oo 41
e T () R T ) o)
2
(52)

de (51) se obtiene que Ej(x,t) es solucién elemental de L, iterado k veces si n es impar y k >
(n+1)
o

Ahora considerando las férmulas (47) y (48) se tiene
—2n2sin=1
¥ (5) —Y (T) =1-@In2+1+ % + o+ ési n=3,5,7,.. (53)

2

Usando (53), Ei (x, t) puede ser escrita de la siguiente forma:

(@),

sin=1yk>1

22k c2k(f — 1)1 (k — 1)1 2In2

re-3
1
r(-3)
Ep(x,t) = n+1) Y
(R0} (n+1)

sin=357,.yk> 2
n+ r n+l n+
5 ((" (L) 1) !—r((— 1)) CDED T (3 -w ()]
2

22k o2k (k (n+1)),(k DI(-1)
(54)

3. APLICACIONES

Sea Ej(x,t) la familia de soluciones e elementales del operador diferencial iterado k veces L¥
definido por (32), esto es

LF{E,(x,t)} = 8(x, 1), si n es par (55)
donde

gﬁ—ﬁgmk=1zw. (56)
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Consideremos la ecuacién diferencial no lineal.
L¥u (x,8) = f(x, 6w (x, ). Para k=1,2,... (57)

donde L¥ esta definido por (56) y f (x, t,ux (x, t))e D' (I'") (espacio de distribuciones definido en
') (Schwartz, 1957 ; Choquet, 1973) entonces usando (55) se tiene,

¥ (o, ©) * £, 6w (x, )} = L (x, 0) * (o, 6w (0, 0)) =8(x, ) * f = f (58)
y
Ep(x,t) * Lfu, (x, t) = LEE, (x, 1) * up (x, £) = 8(x,£) * up (x, t) = ug(x, t) (59)

Por tanto de (58) y (59) la solucidn de la ecuacién diferencial no lineal (57) esta dada por:
we(x, t) = Ex(x, 1) * L¥uy (x, ) = E(x, ©) = f(x, 6, up (x, 1)) (60)
si n es par.

Observamos que el soporte de {E,(x,t)} c I',, entonces {E(x,t)} € 'D(I'*) y tomando en
cuenta (Schwartz, 1957), se concluye que u, (x,t) € 'D(I't) parak=1,2.3,...

En forma similar usando (51) y (52) se obtiene que la solucién de la ecuacion no lineal (57) esta
dada por:

Vie(x, ) = Ex(x, ) (%, t) * f(x, £, Vie(x, 1)) (61)

+1
S|nesparyk>n—

En particular haciendo k=1 en (60) y considerando (33) y (34) se obtiene

G(x,t) =u.(x,t) = E;{(x,t) *f(x, t,uq (x, t)) =
= it>0fRnE1(x -V t)f(x' tlu(x -V t)dydt:
= ft>0fRnE1(x: t)f(x -V tlu(x =Y t)dydt (62)

como solucion de la ecuacion diferencial no lineal dada en(57) para el caso k=1, donde

n+1

) &= H-1)(- 1)2F(

E (x,t) = Ayn(P(x t)) E (P( t))
(—1)2cn2
_ _(reh- )’ 2 >(P( t))
(- 1)2cn2 3
_ L (P.(x, t>);fT> (63)

2em2 (-2 r2-(Eh)ra- st
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si n es par.

Observamos que haciendo n=3 en (61) y considerando (53) y (54), se tiene

Ve(x,t) = Ek(x,kt)(x, t) * f(x,t,V(x,0) =
(P.(x, t));2 « f(x, 6, Vie(x, 1)) ~
22kc2k(f — 21 (k — D' IT(-1)(2LN2 + 1)

k-2
lt>0fRn(PC(x =Y t))_'_‘ f(x’ t’ Vk(xl t)dydt:
_ 1
T 22kc2k(]—2)1(k—1)' (-1)(2LN2+1)"

[ sl an (Pt )" f (0 = 3,8, Vi (x = 3, O)dydt (64)

sik > 2.
Podemos observar que (Wanchak, 2016), usando la transformada de Fourier obtiene que

rhenz

F(x,t) = i paran par (65)

2ci(n—-1)m 2
0 para n impar

P_ e

Es solucion elemental del operador L, definido por (32), donde

(—PM)siP <0
p* = y (66)
0siP <0

y P=H (ver férmula (44)).

(Wanchak, 2016) introduce la ecuacion no lineal para el caso k=1 y bajo condiciones especiales
para f(x,t,F(x,t)) y obtiene que u,(x,t) = F(x,t) = f(x,t,F(x,t)) es solucion Unica de la
ecuacion(57) para el caso k=1.

_(n+1) n+1

Finalmente de (25) y (27) se tiene que L’;{(Pc(x_t)k T) =0si k< - —1= "T_l si n es

(n+1)

impar. Por tanto Pc(x,t)k" 2 es solucion de la ecuacion homogénea (57).

4. CONCLUSIONES

En este articulo se generalizan formulas vinculadas con el operador de las ondas. Es conocido en la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales la ecuacion de la onda en una y varias dimensiones. Los resultados
de este articulo generalizan ese tipo de soluciones y planteamos un método general para generar
soluciones de ese tipo de ecuaciones en derivadas parciales. EI método permite que a través de encontrar
soluciones elementales podamos encontrar la solucion general de ecuaciones incluso no lineales. Las
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soluciones quedan expresadas a traves de una integral por medio de la operacion de convolucion. También
se obtiene para el caso de dimension impar una familia de soluciones homogéneas para la ecuacion de la
onda generalizada. Los fundamentos matematicos de los resultados de este articulo estan soportado en la
teoria de funciones generalizadas 6 teoria de distribuciones.
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