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RESUMEN

En este articulo, nosotros damos un sentido al producto distribucional de convolucion 5(k)(x—1)* 5(6)(X—1) usando el
desarrollo en serie tipo Taylor de 5(k)(x —1) (c.f. [1]).
Finalmente, se da un sentido a los productos de distribuciones de convolucion 5(k)(x - n)* 5(5)(X - n) y

5(k)(x —a)* 5(5)(X— a) para n natural y a real.
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ABSTRACT

In this article we give a sense to distributions convolution product of 5(k)(x—1)* 5(‘)(X—1) using the expansion in

series (of Taylor types) of st (x 1) (c.f. [1]). Using the Fourier transform of the generalized functions (711%1 and

% in the sense of Gelfand and Shilov ([2]) we obtain the same results. Finaly we give a sense to distributional

convolution products of 5(k)(x—n)* 5(”)(x—n) and 5(k)(x—a)* 5(()(X—a) where n and a are natural
numbers and real numbers respectively.

Keywords: Distributions, Convolution of distributions, Dirac delta function, properties of distributions.
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INTRODUCCION

Se sabe que las derivadas de orden k de la delta de Dirac soportadas en (x-1) con x real admiten un desarrollo tipo Taylor

([D.

Usando este resultado se le puede dar sentido al producto de convolucion entre las derivadas de orden K y las derivadas de
orden | de la delta de Dirac soportadas en (x-1), es decir

SW(x=1) x5 (x-1) (@)

. . . . . . x-1)+7
Al mismo resultado se arriba usando la transformada de Fourier y trabajando con las funciones generalizadas (7%7 y

U en el sentido de Gelfand y Shilov ([2]).

I'u

La formula que se obtiene admite extensiones para las delta de Dirac soportadas en (x-n) con n natural y para (x-a) con a
real.

PRODUCTO DE CONVOLUCION ENTRE LAS DERIVADAS DE ORDEN k Y LAS
DERIVADAS DE ORDEN ¢ DE LA DELTA DE DIRAC SOPORTADAS EN x-1

En esta seccion, vamos a darle sentido al producto de convolucién de 5(k)(x—1) >1<5(‘)(x—1) usando el desarrollo en

serie tipo Taylor de las derivadas de orden k de la delta de Dirac soportada en (X —l) y tambien usando la transformada
de Fourier.

Sea X una variable real, por §(X—l) se define

(8(x=1),0(x)) = 0(2) 2)

para toda funcion de prueba gD(X) en el espacio D([3],pag.195) -

Consideremos ahora la funcion (x— 1)1_1 definida por
(X_l)g_l _ (X—l)/l_l si x=1>0 @3)
’ 0 si x—1<0
la cual tiene asociada la funcion generalizada
(-0 o)) =, (x=1) () @

De ([2] ' pag. 48) se tiene que la derivada de orden N de la delta de Dirac soportada en (X—l) viene dada por la

formula,
) . —1)
5( )(X —1) = }!L”_‘n{%} (5)

60
Vol. 25, No. 02, pp. 59-69/Diciembre 2012



Garcia M. y Aguirre M.

donde, (X —1)11_1 queda definido por (3) y T'(1) es la funcién Gamma definida por la integral [ x* e~ dx.

Por otra parte para una funcion ¢ en Z, donde Z es el espacio de todas las funciones cuyas transformadas de Fourier son
elementos de D ([3], pag.198), vale el siguiente desarrollo asintético ([1])

0)(x~1) = i % 5649)(x) (6)

La serie expresada en (6) converge en el sentido de Z', donde Z' es el dual de Z.
En este articulo se pretende darle un sentido al producto de convolucién de las derivadas de orden K 'y las derivadas de
orden / de la delta de Dirac soportada en (x - 1),

®(x—1) *5)(x -1). (7)
Teniendo en cuenta que la sucesién

0, -3 E sty ®

converge a 5(k)(x) cuando j —> 0 , en el sentido de Z' se tiene que,

0 J
(X 1)*5 (X 1) Z k+| X)*Z(_l) 5(€+j)(x)
= 9)
2 (-1) & (1) [ "
=Z(TZ—( ' [50(0)x]
i=0 . j=0 -
De (9) y considerando,
5(k+i)(x)*5(/+j)(x):5(k+i+f,+j)(x) (10)
([2], Pag. 116)
se tiene,
(k)(x_l) — Sk ( 1) é‘(k+i+/,+j)(x) (11)
i=0 j=0 !
De (11) y utilizando la férmula
(N iy (12)
s=0 S
se tiene,
S¥(x=12) *5(x-1) = ZZ sH)(x) (13)
n>0 ]_0 - J)I Jl
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s¥(x-1) x5 (x~1) = i(—l)” 2 st rm)(x), (14)

n>0 n!

La férmula (14), expresa el producto de convolucién de las derivadas de orden k 'y las derivadas de orden ¢ de la delta
de Dirac soportada en (x - 1) como un desarrollo en serie.

Es natural preguntarnos si al segundo miembro de (14) le corresponde algun desarrollo tipo Taylor.
En efecto, usando el método dado en Gelfand ([2], pag.48) se tiene la siguiente férmula,

My _ o) fir ) X=2)" _ 15
s"(x-2) Jm\{ 6 parah=12,... (15)
donde,
(X _ 2)1 _ {(X — 2);L Sl X>2 (16)
0 si x<2

De (15) y (16) y usando la formula,

a2 -3e0(]) @

Si |Z|<1 , donde (Tj:%’ se tiene

S (x— 2):?(-1)"2_1 lim { FX‘_”) } (18)

=0 jrmn(r(2-j

De (18) usando (5) se tiene,
© . 2] »
S(x-2)= > (1) £ ) )

i=0

haciendo h=k + ¢ en (19) se arriba a la siguiente formula:

59 -2)= 3 (~1) & 50 (x), o)
j!

j=0
De (14) y (20) se obtiene que,
s (x=1) x5V (x-1) = 5"*(x-2), (21)

La féormula (21) expresa el producto de convolucién entre las derivadas de orden Kk vy las derivadas de orden ¢ de la
delta de Dirac soportadas en (x-1) como la derivada de orden (k + f) de la delta de Dirac soportada en (x-2).

En la proxima seccién vamos a obtener la formula (21) usando transformada de Fourier.
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La férmula 21 usando la transformada de Fourier

Usando la propiedad que relaciona la convolucion con el producto via la transformada de Fourier de dos distribuciones, se

tiene que,
{5(k)(x —1) = 5(6)()( _1)}’\ — {5(k)(x _1)}A . {5(0()( _1)}’\
([4], pag. 61), donde con el simbolo " indicamos la transformada de Fourier.

Lema

La siguiente formula es valida,
Y05 Y=k
fim DL iy D
A——k l—‘(l) A—>—k F(ﬂ)

Demostracion:
Consideremos una funcion ¢ € Z tal que,

o)) =wly)= Jei Y p(x) dx.

En el sentido distribucional se tiene,
(6 e-0f wy)) = (8900, ()}
= (6" (x=1),{p(x)})
= (-0 ()|
(800 wy)) = (-06"0)

Por otra parte, tomando en cuenta las caracteristicas del espacio Z, de (24) se tiene,

o(x)=[e " y(y) dy
derivando k veces la formula (27)

o ()= [(=iy) e yly) dy,
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o) =(-1) e [y e y(y)dy
¢(k)(1)=(_1)k ekgi J'yk e—i y l//(y) dy

U= v e uy)
De (25) y (30) se tiene la siguiente relacion:
{§(k)(x—1)}A =gl yke Y

Por otra parte, la transformada de Fourier de (X —1)*" es,

-0 =ie” = T(2)(y+0i) ‘e

A i(A-l)r .
ux 1__(13{) _ie 7 (y+0i)"e™”

([2], pag. 171)

([2], pag. 172)

Usando la formula (5) y reemplazando en (33) se tiene,

i(-k-1) 7

OX-Df =ie = (y+0ife™
Wx-1} = iykely

donde i €7 =i (-D =1 (y +0i)k =vy*, Kk entero no negativo.

Reemplazando en (22) se tiene

BO(x -1+ -Df =e " Eye. &y
— e—i (k+€)%y(k+z)e—2i y

Aplicando la transformada de Fourier a 6(k*”(x —2), se obtiene

{5(k+8)(x . 2) }A _ e—i2ye—i (k+0)% y(k+é)
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De (35) y (36) se tiene,

p¥(x=1) x5 x-1} = I (x=2)f
Aplicando el Teorema de la Unicidad de la transformada de Fourier, de la formula (37) se concluye que,
5W(x-12) *5(x-1) = s*)(x - 2)
La férmula (38) coincide con (21).

LA CONVOLUCION DE (T%r*%r

Usando la definicién del producto de convolucién,
(f*g)=] fx-tgt)t

para f y g funciones localmente integrables, se tiene ,

dt

(X—l)irl « (X—l)ffﬁl :JAoo (X_l_t)i*l (t—l)iFl
r(2) T = 1) 1

1 o

JE —1-t A-1 t—1 y,ldt
a0 10

es decir,

(x=9*  (x=p** _

r(2) ) TR

e MG GRS CRt

Haciendo el cambio de variable y = 1%

x-21

(=D =D (k=2 vy
M) M) ) b Y

Usando la férmula,
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L (- g - DA(w)
B(4, i) = [ t* -ty dt = 42
(4, 1) J.o ( ) F(ﬂ N ,Ll) (42)
([2], pag.68).
Y reemplazando en (42) se concluye,
(X _1)171 " (X _1)?1 — (X _ 2)/“//*1 (43)
r(2) )

LA CONVOLUCION DE s¥(x—n) 5" (x—n)

Vamos a encontrar una expresion para el producto de convolucion entre las derivadas de orden Kk 'y las derivadas de orden
¢ de la delta de Dirac soportadas en (X - n) con N natural,

sM(x—n) =5 (x—n) (44)

Teniendo en cuenta lo anteriormente probado para el caso de la delta de Dirac soportada en (X —1) , e tiene,

a-1
5(") X —=n) =Ilm &
(x—n) m @ (45)
Ademas,
59 (x=n) = ((x=n): ", (x))
= [ (x=n)*p(x) dx (46)
donde,
a-1 H
(x—n)* = (x—=n) Si Xx>n (47)
0 Ssi Xx<n
Haciendo un cambio de variables X—N=1Y en (47) se tiene,
s (x—n) = J.: y“?o(y+n) dy (48)
Realizando el producto de convolucion indicado en (45) aplicando (46),
el R
Y (x=n) x5 (x=n) = lim (X=)e i X2D). (49)

Tla) > T(B)
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RN (c ()
o=t G O (50)

Usando la férmula de convolucion, de (39) se tiene,

(x=n)** (x-n)’* _ [ (x—n-t)** (t—n)"*

= dt (51)
M)  T(B) *» Tl 14
Trabajamos con la integral del 2do. miembro de (52)
_ a-l (¢ B
J-x—n (X=(t+n))*" (t—n) dt . (52

v ) T(p)

. . . _ _tn .
haciendo el cambio de variables ¥ = 3, se tiene ,

(=) em)(x=2nf ey
M) " ) (s BT ©

ahora, considerando la férmula de la Funcion Beta (43) ,

(x-m<*t (x=n)f* _ (x—2n) (54)

) 0B Tla+p)

De (55) se concluye que,

S¥(x=n) *5 (x—n) =5 (x—2n) (55)

LA CONVOLUCION s¥(x—a)*5" (x—a)

Vamos a encontrar una expresion para el producto de convolucion entre las derivadas de orden k 'y las derivadas de orden
(' de la delta de Dirac soportadasen (X—a) con a real,

s¥(x—a) *5" (x—a) (56)

Usando el método de convolucidn vamos a demostrar la siguiente relacion,

(x—a)"  (x-a)™ _ (x—2a)/™ (57)

a)  T(B)  Tla+p)
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En el 1er. miembro de (58) aplicamos (39),
_ el _ Aa\B1 calx—a—1)" (t—a)??
(x-a)* (x-a)* _ I a( ) (t-a)

M) 1(B) = Tl 1)

Trabajamos con la integral del 2do. miembro de (59),

J-x—a (x—(t+a)** (t—-a)’*

L @) 1)

y haciendo el cambio de variable y =2

x—2a !

(x—2a)dy

o (x=2a)1-y)"" (x-2a)y)""
°© Tla) r(8)

~ (x— 2a)a+ﬂ—l r

* Hapr(p) B

0

Ahora usando la férmula (40) se concluye,

(x-a)  (x-a)t _ (x—2a)r"

fa)  T(8)  Dla+p)

Usando que,

5 (x—a) = fim X

M Ta)

se concluye que para @ real vale la siguiente relacion,
Y (x—a) *5")(x—a) = 5*)(x - 2a)
LA CONVOLUCION §%(x—a) #5")(x—~b)
En general podemos darle sentido al producto de convolucién,

s¥W(x—a)*s(x-b) a,b eR
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Para lo cual usando el mismo procedimiento que el usado en la seccion anterior, se puede demostrar la relacion,

(X—a)f_l N (X—b)f_1 _ (X—(a+b))f+ﬁ_1

(65)
Fle) — T(p) Lo+ p)
En efecto aplicando la formula (39) al 1er. miembro de (66) se tiene,
a-1 p-1 walX—a—1)*" (t—b)/?
(x-a):*  (x=b)" [ (x—a-t" (t-b)"" . (66)
M) 1 > T 1)
Haciendo el cambio de variable y =2 en la integral del 2do. miembro,
JOC@ON T e yagy (67)
D(e)r(p)
teniendo en cuenta la formula (43) se concluye,
(x-a)i' (x-b)/* _ (x—(a+b))s”* (68)
Mla) — 1(B) (e +p)
De (69) y (63) se tiene,
5¥(x—a) * s (x —b) = 5% (x — (a +b)). (69)
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