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RESUMEN

Sea P =P(X1,....,Xn) unaforma cuadraticaen N variables definida por (1) y sea P% la distribucién definida por

(3) donde A es un nimero complejo. Usando el desarrollo en serie de Laurent de Pt y considerando las signaturas
_n_p
(P,q) de P(X), damos un sentido a los productos distribucionales P3.6®(P.),P+? ".LS{6(P.)} 'y
LU nop _ Dt
P.2 .6 Y(P.), donde PY,Pi? significa parte finita d¢ P? en A=-rr=12... .y

A= _% -tt=12..,t=01..,6(FP,) es definida por (13) y L® es un operador homogéneo iterado s veces
definido por (18).

Palabras Clave: Teoria de distribuciones; propiedades de distribuciones; convolucion de distribuciones.

ABSTRACT

Let P =P(X1,....,Xn) be a quadratic form in n variables defined by (1) and let P% be the distribution defined by (3)
where A is a complex number. Using the Laurent series of P* and considering the signature (P,d) of P(X) we given
a sense to distributional products Pl'-5(k)(P+),P;%7h LS{5(P+)} and Pﬁisﬁ(%m_l)(m), where Ply,Pﬁit we
means finite part of P% at A =-r,r=212,... and 4 = tt=12..,t=01..,6"(P.) isdefined by (13)
and L* sia linear homogeneous differential operator iterated s-times defined by (18).

Keywords: Theory of distributions, properties of distributions, convolution of distributions.
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INTRODUCCION

: f : . n
Sea (x1 Xps Xpigsees Xp+q) un punto en el espacio N — dimensional Euclideano R ,donde p+q=n.
Consideremos una forma cuadraticaen n variables definida por

P=P(X) =X +..+X; =X, == X . Q)

La hipersuperficie P =0 es un hipercono con un punto singular (el vértice) en el origen. Llamamos C, al espacio
@(x) de funciones infinitamente derivables y con soporte compacto definidasde R" a R.

De ([1], pagina 253) la distribucién asociada a P’ es definida por

(P @) = (PO p(x)x @

donde (Xp,.es Xy X150y X i)y 4 €S UN NUmero complejoy dx = dx,...dx,dx,,..dx, .

Para Real(4) >0 esta integral converge y es una funcion analitica de A. La prolongacion analitica a la parte
Real(4) <0 puede ser usada para extender la definicion de (P, ¢).
De (2.) y tomando en cuenta (([1], paginas 254 y 255] se tiene

(Pf,(p) _ .L‘”u,u(( p+q)/2)—lG(/1,u)du’ 3)
donde
G _1lp 24(a-2p) @)
(}t,u)—ZL(l—t) @20y (U, tu)dt,
W, (u,tu) = W(r,s), Q)
¥(r,s) = j QP Q@ (6)

dQ® y dQ® son elementos de areas de la superficie en la esfera unitariaen R® and R respectivamente.

Consecuentemente, (Pf ,@) tiene dos conjuntos de singularidades, a saber,

A=-1-2,.k.. ™
y
L L S ®)
272 2

donde k=12,... and h=0,12,... Cada caso es estudiado en (([1], capitulo 111, Seccién 2.2).
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Cuando A=-k,k=123.. y A#-3-4-1.-2-h.h=0,12,.. Esto corresponde al caso cuando la

dimension n=p+q es impary también cuando la dimensién N es par con la condicién adicional k <J5. De
(([1],pégina 255) se tiene

(Pl p) = ﬁ J:o ut P DIG (y)du + J:O uH (P 23G (3 u)du 9)

donde
G,(u) = Iﬂ?ﬁfG(ﬂ,u) (10)

y C1(h W) esreqularen 4 = K.

Por tanto de (([1], pagina 256), se tiene que la funcidn generalizada (Pf ,@) tiene polos simplesen A =-k yvalen las
siguientes férmulas:

k-1
ResPﬁ [ oV (P), (11)
= (k—1)!
é‘l(k—l)(P) _ 5(k—1)(P) (12)
y
(k-1) {9 kl{ q2M} L 13
<5 Y (P), 0> L{(Zs@s} S > s:rr dr (13)

(([1], pagina 264), pagina 249), para N impar y también son validas para N par bajo la condicién Kk < 5.
La integral definida (13) converge si Kk <%—1, mientras que si k >n_1, debe entenderse en el sentido de la
regularizacién (([1], pagina 249 y pagina 256).

Para el caso cuando el punto singular A pertenece a ambos conjuntos, de ([1], pagina 260) se obtiene la siguiente
férmula:

(Pf,qo)—/,“r +hj U gy uydu+ [ U (2, u)du (14)
si N es par, donde
o (u) = R(t%)shG(ﬂ ) (15)
A=

y G(1,u) es definida por (4) and G, (4,U) es una funcién la cual es regularen A =—2—h,h=0,12,...

Se sabe de ([1], pagina 260) que cada una de las integrales de (14) puede tener un polo simple para estos valores de A.
Por tanto (Pf,(/)) puede tener un polo de ordendosen A =—2-h,h=0,1,2,...

En un entorno de tal punto podemos expandir o desarrollar P” en serie de de Laurent

+
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i__ CO cy (16)

v (7/+n/2+h)2 (7/+n/2+h)
donde de([1],pagina261-263), C) esta dada por

(CH,p) = Resj u” 279G (u)du

=460 @

_ (et n )
- (22hh!r((n/2)+h) L{s(x)}. ¢
para P y ( impares, donde L esun operador ultrahiperbélico definido por

0? 0? o? 0?
|_:g+...+ax2 axz —...—axz . (18)

p p+1 p+q

EL PRODUCTO MULTIPLICATIVO P's%“(P)

Para este producto vamos analizar cuatro casos:

Caso l:cuando A=-K,k=12..y A=-2-hh= 0,12,
Caso2:cuando A=-5—-hh= 0,12.. y n impar.
Caso3:cuando A=—3—-h,h= 012,.. p pary q par.
Caso4:cuando A=—-5—-h,h= 0,12,..p imparand ¢ impar.

significa parte finitade P/ en

En este articulo se le da un sentido al producto distribucional P.' . 5% donde P’ X

+

A=-11=12.y s¥ (P.) son las derivadas de orden k de la delta de Dirac definidas por la formula (13).
Casol: A=-k,k=12,..y A#-2—hh= 0,12,

Este caso corresponde a la dimension n= p+q impar y también si la dimensiébn N es par pero con la condicion
adicional Kk <4 —

En un entorno de tal punto podemos expandir Pf en serie de Laurent

5 (19)
X /1+k+Ab+ZA,P In" P,

donde A esel residuo de Pf en 1=-k. De(11)y(12), A, , puede ser escrito en la siguiente forma

k
A,=ResP’= lim (A+k+1)P’ :ﬂ(s(”(a) (20)

A=—k-1 A——k-1,k=0,1,2,.. k!
si N esimpary kK<32—1if n espar.
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) 2 — - L
En(19), Ao esla parte regular del desarrollo en serie de Laurent de P% en 4 =K definido de Ia siguiente forma

_ - - A _ 7' _ - a l
A, = partefinitade P =P, U'T?.[a (A+D)P]

(([1], pagina 86) donde | =1,2,..

oM (P.) es definida por (13) y

| =P
=k ot

A=—k

P*In'P, =P’

De (20) y (21) se tiene,

m  lim —[(}L+I)(y+k+1)Pi P“].

|
) A=l p—>—k-1

P'sM(P,)= K
(-
Ahora tomando en cuenta que
Pﬁ P# = Pﬂ“‘
para A, i, A+ p#—-5—-h,h=0,12,... ylapropiedad

A+D)(u+k+1 _L ﬂ,+,u+k+|+12—1 A+l -t L+K+1)7%.
2 2 2

De (23), se tiene,

PSO(P)=2ctim,  lim, £ E(A+ K+ 1 +2)2 P

CLAH+)2 P L (K +1)2PA

=L +1,+1
donde
LT T (z+ﬂ+k+|+1) prs
2( 1) A==l p—>—k 18&
I
l,=— LK im lim (ﬂ,+l)2Pf“‘
2( 1) A=l p—>—k-1 O/
y
1k deu
l,=— 2( 1) iIm#L k_{—(,u+k+1) P’ }

Ahora usando el desarrollo en serie de Laurentde P/ en A+ H=-S para S=k+1+1

+

B—+B +ZBPSInJP
A+u+s

A+u
P+
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donde
s-1
B,= Res P = D SCD(P)if s<n/2 (31)
A+pu=—s ( _1)|
se tiene,
|, =% im lim, & (A+1+u+k+1)?P =
Dim, lim, 2 A+ 1+ prk+1)? (32)

[l+,u+s+1 + B +ZJJB P_S InJ P ]}

En forma similar, usando la propiedad

lim lim 8 (/HI) =1 (33)
Forl k1 94 (A+pu+1+k+1
se obtiene
D' (k=D! 4y
l,=———>—~"2§ P 34

y con argumentos similares se obtiene que

B G VA G Lo
YOS (P). (35)

De (26) y usando (32), (34) and (35) se obtienen las siguientes formulas:
P5Y(P)=a,5""(P) (36)

si N esimparysi K+1<3—1 parael caso N par. Donde

—1'k!
a, —-LCDK 37

K2 (k+ 1)

Cas02: A=—9-hnh=0,12,.. yn impar

En este caso Pf tiene polos simplesen A =—-5—-h,h=0,1,2,... para p impary  par, p+g=n dimensién
del espacio ([1] ,pagina 260) y

_1)%7[%
A==3-h,h=0.1.2.. T 2*hIr (@ +h) 000} (38)

donde
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2 2 2 2
Y A U} (39)
OX; OX,  OXpy Xy g

Enunentornode A=-%—h,h=0,12,... podemos desarrollar P* en serie de Laurent

+

P/ = —/1 B, B, +ZBP n'p, (40)
+04

donde B, es el residuo de Pf en A=—3—h el cual estd dado por la férmula (38) y B, esta definido por férmula
(21):

B, = partefinita def P* =
o (41)

C(%+S+h)
At _ = —n-s—h |V
= +C,+ > C,P; In'P, (42)
Y A+ p++4+s+h & '
donde
(o +s+h) Py (_1) h+n+s-1 h -
C: Res =~ @ shmshHp
- /1+u:—%—h—%—s i (h +N+S— 1)! ( +) (43)
y C, eslaparte finita de Pf“’ en A+u=—5-s-4-h,
se obtiene la siguiente formula
1p l (_ 1) h+n+s-1 . »
P g=—2—2" 5™ (p) (44)

! 2 (h+n+s-1!
si P isimpary Q par (nimpar)

Caso3: A=-2-55=0,12.. Py 9 ambosparesy N par

En este caso Pf tiene polo simple simpleen A =-5-5,5=0,12,... donde S es un entero no negativo y el residuo
esta dado por

Res P/ = () st *“>(P)+MLS{5(x)} (45)
s r(a+s) T 2Ps8Ir(D +s)

donde 5™ (P,) es la regularizacion de 5% (P) ([1],pagina249)y &% (P) esta definida por (13).

Por otra parte, usando la formula
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59(PY =59 (P ) = (-2)(-D* (Y7’ L (46)
47 (k-2 +2)!

si Py Q sonparesy k>2 —1 ([2], pgina 26, formula 54), la formula (45) puede ser escrita en la siguiente forma:

Res P’ 1 (- )2 s
1:7%75,5:0,1,2.. " 2(2 +s-1! %

(P.) (47)

si Py q sonpares (([3]), pagina 42) .

Ahora considerando que P/ en y=—2—h tiene polos simplessi P y  son paresy tomando en cuenta las

+

formulas (42) y (43), obtenemos la siguiente formula

—5—h o(G+s-1) _2GHs Dl e g (<D™ o(henes-l)
P Po (P+) - )2+s 3 U 2 (h+n+s— 1)15 (P )}

(48)

G (e Shints-1)
Nisg (h+n+s-1)! 5 (P+)

(-D?

si Py Q sonpares( n par).
Caso4d: A=—-3-hh=012... p y q impares( N para).

En este caso Pf tiene polos de orden dos en A=-3-s,5=0,1,2,.. y en un entorno de tal punto podemos

. A
desarrollar en serie de Laurent P;

; e(52) e(i) h
P’ = - + = +e,+) eP ? InP
YA+ 0+s)? (A+0+s8) ° 28P. ’ (49)

v>1

donde
_1 q+l %*l
el = —(25 ) s
27°sII°(5 +5)
([1], pagina 264),

o = CDT sy (D) 2T -] s 5 (50)
T T3 +5) 278l (2 +5)
(([1], pagina269) y
'(x)
= 51
w(x) = T (51)
Para valores enteros y valores fraccionarios el argumento de /(X) es dado por
(k) =- +1+1+ +i k=23 (52)
74 ¥ PR R
(k+1)—— —2In2+2(1+l+ +L)k—12 (53)
T =T 3 T k—1 T
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donde y es laconstante de Euler.

Ahora usando la formula

2(-1) (-1 i N s
o) - 2NN T By 0 0
472 (k-1 +1)! 2
para P y ( imparesy k+1-52>0,
De e¥ setiene,
2+s -1
Res PioiCD sV (P). (55)

A:‘g—s,s:o,l,z.. T2 F(g +5)

De (23), (24), (25) y (26), tomando en cuenta la férmula (8), se tiene,

-5 o~(2+h-1) 2T (5+s) :
P2".0% (P+)_ 2 {Ilm s |mﬂ+Lh

("+s 1) 2

%[(/1+y+%+s+%+h)2Pf”‘]—

2r(2+s)

(D1s-1)

(-2

H H 24
1lim lim, .,  (A+5+9)° P/ (56)

_n_
A—>=3-5

2r R
_ 2GS 1 lim ., (A+3+s)° P
2

(Mys1) 2 A—>=3-8

(-2

=J,+J,+J,.

Ahora considerando el desarrollo en serie de Laurent de Pf’“‘ en A+pu=—5—-s—5—h para p y ¢ impares

; (%+h+s) (Dthts)

A+p 3 f2
P - (A+p+3+2+h+s)? + (A+p+3+3+h+s)
(57)
—2—h-s
+f+> P2 "InP,
donde
N -1 SH(G+s+h)-1 nin §
f_(12+h+s) _ Res P+y _ ( ) 5(2+2+s+h 1)(P) (58)
},=,g,(g+s+h) F(% + % +S+ h)
se tiene
3, =25 1im L lim (g s+ h) P = (59)

(-1)?

['(3+s) (5+h+s)

Nysa -1

De la misma forma para J, , se obtiene que
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3. = _FG+S) ams (60)
2~ (_1)g+s—l -1
debido a la siguiente propiedad
n 2
fim im0 | (A¥3+) -1 (61)
i_),g,sw,g,h OAl (A+pu+5+5+h+s)

Con argumentos similares podemos demostrar que
3= ' ;i- S)l f_(1%+h+s)l (62)
(-9
Reemplazando (40), (41) and (43) en la férmula (56) y usando (58), se obtiene la siguiente férmula

P S (P =343, + 3,43, = -1 sl
+ + 1 2 3 4

S+s-1

(-1)?

g+%+s+h
rG+s) | (-* (2+D4s+h-1)
_ 2 ( n) _ 272 (P)
s-1 l"(§+§+s+h)

(1

[(5+s) 5(%+g+s+h—1) ( P) (63)

- [ (5+5+s+h)

_ resy-n2 SEeErshy (P).

T (3+s+5+h)

si P y Q sonimpares.
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