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RESUMEN

En este trabajo se obtiene la inversion de un operador del tipo convolucién usando técnicas de integrales hipersingulares.
El operador de Bessel-Riesz de una funcion ¢ perteneciente a S, el espacio de funciones de prueba de Schwartz, es

definido por la convolucion con las funciones generalizadas W, (P t iO,m,n) expresables en términos de la funcion de

Bessel de primera especie J , w, (P + iO,m,n) es también una combinacidn lineal infinita del nucleo ultrahiperbdlico

de Riesz de diferentes ordenes. Este hecho nos permite invertir los potenciales de Bessel-Riesz de un modo analogo a lo
hecho en el caso de los potenciales ultrahiperbdlicos de Bessel (cf. [01]) y los potenciales causales de Riesz (cf. [2]).

Palabras Claves: Potenciales de Riesz. Integrales Hipersingulares.

ABSTRACT

In this paper the inversion of a convolution type operator is obtained by using hypersingular integral technics. The Bessel-
Riesz operator of a function @ belonging to S, the space of test functions of Schwartz, is definied by the convolution

with the generalized functions W, (P 10, m,n) expressible in terms of the Bessel function of first kind J y-

w, (P +i0,m, n) is also an infinite linear combination of the ultrahyperbolic Riesz kernel of differents orders. This fact

allows us to invert the Bessel-Riesz potential in an analogue manner of the ultrahyperbolic Bessel potentials (cf. [01]) and
causal Riesz potentials (cf. [2]).

Keywords: Riesz potential, hypersingular integral.
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INTRODUCCION

En este articulo tratamos la inversion de ciertos operadores de tipo potencial notados W “@ que son convoluciones con
una funcién distribucional perteneciente a una familia de funciones dependientes de un parametro complejo o,
{Wa (P t iO,m,n)}aE<C y ¢ una funcion del espacio S de funciones de Schwartz.

Trione (cf. [3]) introdujo la familia {Wa (P +i0,m, n)}a mediante la expresion

eC

Wa(PiiO,m,n)z [m"l(P:_riO %r%

n+a

s Ju[m(Piio)%], (1)
a2 T

donde m es un numero real no negativo, y J , es la funcion de Bessel de primera especie.

Conociendo la transformada de Fourier de la funcion generalizada (P * iO)'1 (cf. [10]) puede calcularse la transformada
de Fourier de W, (P +i0,m, n) Trione obtuvo que (cf. [4])

3w, (P+i0,m,n)]= Z[_ %jmzy( oi0fE N
=0\ 7V

., . . . . . . . -1
Sea @ una funcion perteneciente a S, el espacio de Schwartz de funciones decrecientes en infinito mas rapido que ‘x‘ .

El potencial de Bessel-Riesz de orden & esta dado, por definicion, por la siguiente convolucion
Wep=W,(P+i0,m,n)*gp 3)

Usando una expresion equivalente de la funcidon generalizada (P t iO) en términos de las funciones generalizadas P, y

P que se definen de la siguiente manera:

S 0 if P>0
pr=l P20 B 4)
0 ifP<0 " ifP<0
De (cf. [4]) resulta que
(PiiO)ﬂ =P+A ieW‘Pf ®)]

Teniendo en cuenta esta Gltima expresion y que la funcion W), (P +i0,m, n) puede expresarse como una combinacion

lineal infinita de las funciones generalizadas (P t iO) (cf. [3]), la convolucion en (3) tiene la forma

a-n+2y

W= i(_;jm” UK P (e —t)dr 4™ [ 1A T gl t)dt} (6)
=0 ' )

donde K, y K_ denotan los conos: K, = {IER" . P(t)> 0}, K- =A{teR":P{) <0},
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La integral en (3) converge si @ + 2y >n—2 yenel caso & + 2y <n —2 admite una prolongacion analitica respecto
de o .

Inversion de los potenciales de bessel-riesz

Siguiendo a Rubin (cf. [5]) el problema de la inversion es equivalente en términos de la transformada de Fourier a la
division por cierta potencia de la funcion generalizada (P ti 0).

Sea o un numero real no negativo, & </ ; [ > 0; para cada entero no negativo 7, tal que @ —2y >0, sea T,”:z/ f el

siguiente operador

n+a-2y

ez )= [ (pvis” | o)l )

/
k

El operador T ,,0’;3,7 f se define como “integral hipersingular en diferencias” y es el andlogo causal de la integral definida

donde (A’t f )(x) = zz‘;o( j(— l)k f (x - kt) es la diferencia de orden ; de la funcion f* en el punto x con intervalo f.

por Samko (cf. [6]) para el caso eliptico y de la integral definida por Rubin (cf. [7]) para el caso de los potenciales de
Bessel y por nosotros (cf. [1]) para el caso de los potenciales causales de Bessel y para los potenciales causales de Riesz

(cf. 2], y [8D.

_ . . P .
Puede observarse que el operador 7% 3,7 f depende de la funcion generalizada (P + l&“t‘ ), que es una forma cuadratica

con coeficientes complejos cuya parte imaginaria es positiva. Luego, analogamente a lo hecho por Gelfand (cf. [4]) y

Trione (cf. [9]) evaluaremos su transformada de Fourier como si él dependiera de ‘t , s decir como si fuera una

C o, o . . o 2 . g2
distribucion radial invariante por rotaciones, y finalmente en el resultado haremos la sustitucion de ‘f‘ por (Q - 15‘5‘ )

2y :|
Sea S[ TZ&V 116 la transformada de Fourier de (7), y sea P una forma cuadratica definida positiva, entonces

HETE
=5 L) el

n+a-2y

a-2 . 2Y7
()

| >07ie|
donde el simbolo que aparece en el segundo miembro es el mismo que aparece en el Teorema debido a Trione (cf. [9]).

Luego se tiene que

ova2y) IR" ™9 £ —kt)dx =

sl 7)) = z[ ij(-l)k [
:i@(—l)ks[f](f) [ ek

©)

—(n+a—2y) dt
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Haciendo el cambio de variables k¢ = y , y aplicando la formula (4) pagina 263 de [4] se obtiene

sl No=sU3) e s %(ﬁ)g o a0

k=0

y realizando la sustitucion ‘f‘z by OF i&“f‘z , resulta que

e rle)-= = ﬁ,lfazi)eigqﬂgr(—“_zy jS[f](é)(Qiiefz)aﬁ (11)

valida para 0#2,4,..., donde

A (a-2y)= i(g (1) k> (12)

Usando las conocidas relaciones ZF(Z)F(— Z) = F(Z)F(l - Z)y; 1—‘[— ] = ia formula puede
2 F(l + l) sen
escribirse, para & # 2,4,... | como sigue

ﬂgﬂe%qA, ((x - 27/)
e F(l - 27)1“(%) sen Z(a —2y)

sl rle)- o) 5011 (13)

Cuando o —2y =2,4,... se tiene

., “ 2 pigl-le=2r) i34 g
slra rle)= F(H;_rzy)r(m_zf) o A (- 27/)(Q+15‘5\) 371 (14)

2 2

De (13) y (14) se concluye que

sl rle)=d, (a- 2y)(Q+w\cf\) 3lr1¢) (15)

donde d, l(a' - 2}/) es analoga a las constantes que aparecen en el caso de los potenciales de Riesz elipticos y de los

potenciales de Bessel y causales de Bessel (cf. [7], [6], [1], [8]).
De las anteriores consideraciones resulta valido el siguiente

Teorema 1: Sea o un numero real, a #—%—k, k=0,1,2,..., a <[l ; | un entero no negativo. Sea f una funcién
perteneciente a S, y sea y un entero no negativo fijo tal que a—-2y>0.

Entonces la integral hipersingular de orden o —2y ; T,* f existe y su transformada de Fourier es

le,y

sl le)=d, (@ —2)owice’) " 3lr1e) 16

donde la constante d,, (a -2y ) estd dada por
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e A (a—2y) If o2, 4, 6...
207 F(l + “‘T”)F(’““ 27) sen Z (o —2y)
(— l)a_27 2 g
F( —22}/ )r(n+a2—2y) %

La derivada generalizada de bessel-riesz

d, (a-2y)= (17)

A (a-2y) Ifa=2,4,6...

. ., . ;e e -1 .
El proposito en esta seccién es obtener un operador inverso de W * | que serd indicado por (Wa> , tal que si

—1 —
f=W%p resulte que @ =( 0’) /. Para hacer eso se introduce el siguiente operador que notaremos (W %) !
definiéndolo del siguiente modo

[%] a 2}’Ta72}/ © a R
o) Z( ja’n,,(ox—m+ Zﬂ( Jm Hea-2)"" (18)

Donde
T,""”f—hmT“ 7y (19)
a —1 . . . . :
(W ) es un operador que es combinacion lineal de derivadas causales de Riesz de orden -2y, y =0,1,---, [7]
mas un operador integral, cuya transformada de Fourier esta dada por
[%] a o0 a
N 5 0 5 0%
S[(W ) (f)kf) = Z[;jmzy(Q—IO) VAR (zjmzy(Q—IO) "31/] (20)
7=0

a
SR
7[2]

Observando que cada término del segundo miembro en tiene la misma forma, puede escribirse

sy (ke =z(g]m” (0-i0)* 3[/1(&) @

720

y teniendo en cuenta que

30, (piz-o,m,n)]:i(‘Z’Jm(gxio)“*f’ 2)
7=0 7/

resulta
o0 ) . " 0
W, *f]= Z( j (0-i0) =3[ ) ()] (23)
=0
De modo anélogo a lo hecho para definir la derivada de Riesz (cf. [6]), la derivada causal de Riesz (cf. [8]) y la derivada
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causal de Bessel (cf. [1]) definimos la derivada generalizada de Bessel-Riesz de orden o de una funcion f

perteneciente a S para a #1,3,5,... D” como el operador, que expresado mediante su transformada de Fourier, esta
dado por la siguiente expresion:

@

3o rle)= i@m” (07i0)~ 1) (24)

7=0

En lo que sigue probaremos que D es un operador inverso a izquierda del operador W “ .

Teorema 2 Sea @ una funcion de S, o un mimero real positivo, a#1,3,5,... "*#—5—~k; k=0,1,2,... y

D@ = f,para [ €S.Entonces p=W"*f .

Demostracién: Como por hipotesis D@ = f aplicando transformada de Fourier a ambos miembros se tiene que

3pee)=3lr].

Considerando (24), puede escribirse

%[f]=i(gjm”<g¢io>“?’ slo1©) os)

7=0 7
y teniendo en cuenta (23), puede escribirse

3lr]=30v.. (P£i0,m,n)xg] (26)

De las propiedades del ntcleo Wa(P iiO,m,n) y por la unicidad de la transformada de Fourier resulta

w, (P +i0,m, n) * f =@, oequivalentemente

Wef=o 27)
que es la tesis del Teorema 2.
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