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RESUMEN

En este articulo se le dio un sentido al producto de convolucién de & (k 71)(1 -x’ )* st (1 — xz)

Como caso particular se obtuvo una formula del producto de convolucién de & (1 —-X )* oll ( ) (C.f. formula (38)).

Palabras Claves: Convolucion; Producto
ABSTRACT

In this paper we give a sense to distribution convolution product of & (k-1) (1 —x? )* o (H)(l - xz)

As a particular case we obtain a formula to convolution product of & (1 —x? )* o (1 — xz) (C.f. formula (38)).
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INTRODUCCION

Sea x unpuntoen R y 4 un complejo en C, donde con R se designa a los niimeros reales y con C a los numeros
complejos.

A

. g 2
Consideremos la funcion (l—x )+

correspondiente es definida de la siguiente forma,

y
igual (l—x2 )+ para 1-x*> >0, y cero para 1—x”><0. La funcién generalizada

+1

<(1—x2)i,(p>=+f(l—x2 +(p(x)dx=J.(1—x2)l(0(x)dx (1

-0 -1

Para toda ¢ en K , donde K es el conjunto de funciones con derivadas continuas de todos los érdenes y con soporte
acotado ([1], pagina 195).

La integral (1) converge para Re A > 1, y para otros valores de A puede ser regularizada (analiticamente prolongada) de
acuerdo con la expresion dada en ([2], capitulo I, seccion 3).

) 2 ., . [
De (([2]), pagina 183), (1 - xz)+ es una funcidon generalizada la cual es analitica en todo punto excepto en los puntos
A =—k, donde k es cualquier entero positivo en cuyos puntos tiene polos simples con residuo

Resli—x2f = tim (24 )i—+2) = U 56— y2) @
A=k, k=1,2,.. Ak (k1)

. A . . . .
Se calculard la transformada de Fourier de (1 —x’ ) , . Primeramente se restringen las consideraciones a valores de A tales
que —1<ReA <0.

Se considera la expresion:

ny 3)

donde
s=0+it (4)
Ahora usando la formula ([2], férmula 2, pagina 185),
+1 2 v-1/2
Jamstytera= e[ 2] 1) bk e, ®
y7,
-1
se tiene
F{e‘”(l—xz)i }:J; QA2 -1/ F(/1+1) JM/z(S) ©6)
donde
z\* (=1) (z/2)”
Jalz)=| YT m— 7
(%) [2) _/Zojll“(a+j+1) @)
y s es definida por (4).
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La formula (6), usando (7) puede ser escrita en la siguiente forma

F{e*“(l—xz)f}zﬁr(/ul)z C1/(s/2)” ®)

T (A+j+3/2)

y V
Como 7 — 0" se concluye que e” ** (1 -x° )+ converge a (1 —x? )+

en el sentido de las funciones generalizadas, luego su
. ) V)

transformada de Fourier converge a la transformada de Fourier de (1 —x’ ) .

De (8) y tomando limite cuando 7 — 07, se llega a la siguiente formula

Plh-e) -z Y c (o+i0)” ©)

=402 jir(A+j+3/2)

donde
(o +i0)* = lim (c+iz) ([2], pagina 59) (10)

70

Ahora por prolongacion analitica ([2], pagina 171) esta formula se extenderia para todos los valores de A tales que
A#-1, -2, -3, ..

Dividiendo ambos términos de la ecuacion por F(ﬂ + 1), se obtiene una funcioén entera de A en ambos lados de la
ecuacion, asi que paratodol A se puede escribir

- (l—xz)f}:ﬁ 5 1y (o+i0f ()

{r(zﬂ) =402 jIr(A+j+3/2)
donde
Fifo}= [ f(x) e dx (12)
f@ = [Flr@i) e a. (13)

—00

Por otra parte, de (11) usando (2) y considerando las formulas

(O'+i0)i =o” (14)
si A es un entero no negativo ([2], pagina 60) y
¢
ResT(z) =V (15)
z=—t,0=0,1,2,.. 1!
donde F(z) es la funcion gamma definida por:
+00
F(z)z J. e x7 dv. (16)
0

Se obtiene la transformada de Fourier de 0 (k1) (1 — xz),
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F{g(k—l)(l_xz)}:ﬁ Z | (—l)f (0)21 (17)

=02 jir(j+3/2-k)
para k=1,2,3,...

De (17) y usando la formula
FCm()f=(=1)"0™" (2}, pégina 60) (18)

se tiene

Fio® -2 =2z ¥ : FI®)(x)} (19)

=02 jir(j+3/2-k)

De (19) se obtiene un desarrollo tipo Taylor de & (H)(l - le

slk- 1)( ) 5(2J)(x) (20)

Zzzl 'rj+3/2 k)

EL PRODUCTO DE CONVOLUCION DE 37)(1= 32 )+ 571 = »? )

La distribucion 5" (x) es de clase O, donde O es el dual del espacio O, y O, son funciones que decrecen

rapidamente, por tanto & (2'”)(x) € S'. Considerando el teorema clasico de Laurent Schwartz ([S], pagina 268, formula
(VI11, 8,5))

FlsCm) (x) 50 (x)}= (22)R{s ) (x)} . F{5) (x)} @1
y la formula (18) se tiene,
(22)
F{5(2n1)(x) £ 520 (x)} _ 2”(_ 1)m+z & 2m+t)

_ 2ﬂF{5(z<m+zz)) (x)} (23)

De la formula (22), se obtiene la férmula
57 () 5(”)(x)= S0 (), (24)

Ahora de (20) y considerando que o (zm)(x) esta en O’C entonces 5(]“1)(1—)62) es de clase O'C, y el producto de
convolucion 5(k_1)(1 —x’ )* 5(6_1)(1 - xz) existe.
Por tanto, de (20) y considerando (24) se tiene
SN2 oo 57
(25)
ZPOW,);—%) S 220 oSG r Hs 0 [ 2J+2r)(x)l

ahora, tomando en cuenta la formula
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y la propiedad

se tiene,

donde j+r = n, por tanto,

entonces,

De (25) y usando (30) se obtiene

donde,
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(aJ (e +1)

k) K(a—k+1)

i(n—“;JLn—kJré)_[Zn—f—kJrlj
AN n-j n

I _
27202720 2040 jir(jd—k)r(r+3-¢)

n
1 1
220 EO 220 jitn=j)t T3k )0 (n—j+3¢)

1

r(j+3—k)0(n—j+3-0)
_ z i n—t+% 1 n—k+% 1 _
n=0 2ol rin—ﬁg e rin—k+g

1 2n—k—l+1
- 2”20 Fin—/,Jr% il"in—kJr% " i

1 -
220220 20 jyar(j3—k)r(r+3-¢) ~

D 1 r(2n—k—1+2)
120 22 i (43 )0 (n—k+3 ) T(n—k=0+2) *

5(k_l)(1 —x? )* 5(H)(l - xz):
= 25 20 An,k,/,é‘(zn)(x)

[(2n—k—(+2)
22 i (=04 3)0 (n—k+3 )0 (n—k—+2)”

An,k,[ =

En particular, haciendo k =/ =1 en (31), (32) y usando la férmula de duplicacion de Legendre

se tiene
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(1 -x?)*x8(1-x*) = =37 4,114 (x)

1 r'@2n) sen (33)
Ar n=0 Zz"n!r(n+%>l"(n+%>l"(n) (X)

_ 1 1 @2n)
4n(J7) ano n!l"(n+%>5 ().

Por otra parte, considerando la funcion definida por:
2 4 X2 . 2
(l_xJ _ (1—7)1 Si 1-4>0 (34)
4 ), 0 si 1-%<0
y considerando las formulas (3), (6), (7), (8), (11), (17), (18) y (20) se obtiene la siguiente formula,

4) 2m G jw(i+3i-k)

De (33) y (35) se obtiene la siguiente formula,
5(1—x2)* 5(1 —x2)=

— 5(2")(x) 36
- 47[1/; Z"ZO n!l"(nJr%) ( )

= &-ol-%)

5(1—x2)*5(1—x2):41§(1—x42J (37)
T

De (36) se concluye que

o0 equivalentemente

5(1—x2)*§(1—x2)=415(1_(;j2} (38)

T
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