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RESUMEN 

 

Se sabe que los productos distribucionales )}({.)0( xLiP sm   y )}({.)0( xLiP sm   aparecen en ([1]) y ([9]) 

respectivamente sin considerar la signatura de p  y q  donde nqp   es la dimensión del espacio. En este artículo se 

obtuvieron fórmulas vinculadas con los productos distribucionales )}({.)0( xLiP sm   y )}({.)0( xLiP sm   

tomando en cuenta la signatura de p  y q . Se presentan cuatro casos y la novedad aparece en el caso 4 ( p   y q  ambos 

impares) porque para este caso se sabe que 0)0(Re
2







iPs

kn
 y no es posible deducir fórmulas relacionadas con los 

productos )}({.)0( xLiP sm   y )}({.)0( xLiP sm   de la misma forma que para los casos anteriores; es decir, 

caso 1 ( p  impar y q  par), caso 2 ( p  par y q  impar) y caso 3 ( p  y q  ambos pares), por tanto fue necesario usar otro 

punto de vista para darle un sentido a los productos anteriores. 

 

Palabras claves: Producto distribucional 

 

ABSTRACT 

 

It is known that the distributional products )}({.)0( xLiP sm 
 
and )}({.)0( xLiP sm   appear in ([1]) y ([9]) 

respectively without taking into account the signature of p and q, where nqp   is the dimension of the space. In this 

article a formulae relationships was obtained with the distributional products )}({.)0( xLiP sm   and 

)}({.)0( xLiP sm   taking into account the signature of p and q. In order to do it we have four cases and the case 4 ( p  

and q both odd) is very new because in this case we know that 0)0(Re
2







iPs

kn
 and it is not possible to obtain 

formulae relationship with the products )}({.)0( xLiP sm   and )}({.)0( xLiP sm   using the same method i.e. for 

the case 1 (p odd and q even), case 2 ( p even and q odd) and case 3 (p and q both odd), therefore it is necessary to  use 

another point of view  to give a sense the distributional product )}({.)0( xLiP sm 
 
and )}({.)0( xLiP sm 
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INTRODUCCIÓN 

 

Sea ),...,,( 21 nxxxx   un punto en el espacio n-dimensional. Con )(xPP   se designa una forma cuadrática de n  

variables, no degenerada, 

22

1

22

2

2

1 ......)( qppp

def

xxxxxxPP    

donde nqp   (dimensión del espacio), p  es el número de cuadrados positivos de P , q  es el número de cuadrados 

negativos de P  y .def  es la abreviatura que indica definición. 

Con 
2

x  se indica la forma cuadrática, 

.... 22

2

2

1

2

nxxxx   

Se considera ahora la forma cuadrática 

,)(),(
2

xixPxT    

con   número real mayor que cero, 
2

x  definida en (2) y )(xP  en (1) 

 

Para   número complejo arbitrario se escribe, 





  )),((lim)0(
0

xTiP
def




  

se demuestra en ([4], página 284), que el límite que figura en el segundo miembro de (I.1.4) existe y además que 
)0( iP   son funciones distribucionales holomorfas de ,  salvo en los puntos  ,...1,0,

2
 kkn  donde tienen 

polos simples. 

 

De ([4],página276) se tiene, 

)}({
)(!4

)0(Re
2

2

22

xL
kk

e
iPs k

nk
k

n

niq








 






 

k  0,1,2, . .   

donde 
kL  es el operador ultra hiperbólico iterado k  veces, definido por, 

.......
2

2

2

1

2

2

2

2

1

2
k

qppp

k

xxxx
L



































 

 

Según ([3], página 23, fórmula (I.3.1)) se tiene,  
  )0()0.()0( iPiPiP  

para ,  números complejos tales que, ,...2,1,0,,,
2

 kkn   

Por otra parte, de acuerdo con ([4], página 276, fórmulas (2) y (2')) se tiene, 

,)0( 




  PePiP i
 

donde  















0 si 0

0 si 

P

PP

P





(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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













,0 si 0

0 si )(

P

PP

P




 

además el desarrollo en serie de Laurent de una distribución )(T  analítica dependiente de un parámetro   con polos 

simples en los puntos ,...2,1,0,  kk  está dada por: 

.)()(
1

0
1 v

v

v

kAA
k

A
T 


 





 


  

La distribución 1A  es por definición el residuo de )(T  en ,...2,1,0,  kk  es decir, 

)].()[(lim)(Re1 


TkTsA
kk




  

 

Por otra parte, las distribuciones  

P  tienen singularidades en los puntos de la forma  ,...2,1,0,

2
 ssn  y 

,...2,1,  ss   

En general, de ([4], página 278), sabemos que  



 


  PssP

ss

ss

,...2,1,0,1

)( Re!)1()(  

y 

.Re!)1()(
,...2,1,0,1

)( 


 


  PssP

ss

ss
 

 

Como las singularidades de 
)0( iP   y 


P  en   dependen de si la dimensión n  es par o impar, es decir si p  y q  son 

impares  ó pares simultáneamente entonces usando resultados de ([2]) se tiene  

)}({)0(Re ,

2

2 xLaeiPs s

ns
s

n

iq












  

si p  es impar y q  par (n impar) ([2], página 38, fórmula 56), 

)}({)0(Re ,

2

2 xLaeiPs s

ns
s

n

iq













 

si p es par y q  impar (n impar) ([2], página 38, fórmula 57) donde  

)(!2
2

2,

2

ss
a

nsns

n





 

y 
kL  es el operador iterado k  veces definido por(6). 

 

Para el caso  n   par, usando las propiedades: 

)}({)()(
1

,,

)(

1

)(

2
2 xLDPP
ns

qps

ss 


  

([3], página 11, fórmula 58), donde  

)!1(4

)1()1)(1(

2

1,,
2

22






 ns

s

qps

s
D

n

nq


 

cuando p  y q  son ambos pares 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 
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,)
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)!1(4

)1()1(
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1
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

















pq

s ns

s

n

nq


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drr
sr

s
ss

P p

rs

q

k

k 12

0
1 }

2

),(
{

2
),( 
















 












   

([4], página 250) y 

.}
2

),(
{

2
)1(),( 12

0
2 drs

sr
r

rr
P q

rs

p

k

kk 
















 












   

([4], página 250), se tiene 

)}({)1()0(Re ,

2

2 xLaiPs s

ns
s

n

q








 

si p  y q  son ambos pares ([2], página 38, fórmula 60) y  

0)0(Re

2








iPs
s

n
 

([2], página 39). 

En la fórmula (20) la función )(x  es definida por 

,
)(

)(
)(

`

x

x
x




  

,...3,2,
1

1
...

2

1
1)( 


 k

k
k   












 ,...2,1,

12

1
...

3

1
122ln2)

2

1
( k

k
k   

y     es la constante de Euler. 

 

LOS PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS ENTRE  
miP  )0(   Y  }{sL  

 

El objetivo es evaluar los productos multiplicativos }{.)0( sm LiP   tomando en cuenta las signaturas de p  y q  

donde nqp   es la dimensión del espacio, P  es la forma cuadrática definida en (1)), 
sL  es el operador 

ultrahiperbólico iterado s  veces definido en (6) y )(x  es la medida de Dirac. 

 

En orden de darle un sentido a dichos productos se consideraron cuatro casos: 

 

Caso 1: p  impar y q  par 

 

Usando la fórmula (15), se tiene, 

 

 

 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 
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 

 

  .)0(lim

)0()(lim

)0(Re)}({
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2

2

2

2

0
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2

1

,

1

,

s

ns

n

s
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s
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s

niq

n

iq

n
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iPae

iPsae

iPsaexL



















































 

 

Ahora, de (28) y usando la propiedad (7) se tiene  

 

 

 

.0 si )}({

)0(lim

)}({.0

)()!(

)(!4

)(

0

1

,

2

2

22



















msxL

iPae

xLiP

ms

msms

ss

ms

ns

sm

n

nm

niq














 

 

En consecuencia se tiene 

  )}({
)()!(

)(!4
)}({.0

2

2 xL
msms

ss
xLiP ms

n

nm
sm

 




  

para p  impar, q  par y .0ms  

 

En forma similar de (28) se tiene 

 

 

. )}({

)0(lim

)}({.0

)()!(

)(!4
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0

1

,

2

2

22

xL

iPae

xLiP
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msms

ss

ms

ns

sm

n

nm

niq





































 

para p  impar y q  par, donde  0iP   es definida por (4) y cuando   es un entero negativo el cual no es un polo, este 

caso ha sido estudiado por Brester y Jager ver ([7] y [8] respectivamente). 

 

De ([7], página 577, fórmula 4.1), se tiene 

  )(
)!1

)1(
0 )1(

1

Pi
m

PiP m
m

mm 







   

 

Caso 2: p  par y q  impar 

 

Este caso es similar al caso 1. En efecto, de (16) y (28) se obtienen las siguientes fórmulas 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
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  )}({
)!(

)(!4
)}({.0 2 xL

ms

ss
xLiP ms

nm
sm

 




  

si p  es par y q  impar ( n  dimensión impar) y ,0ms  y 

   )}({
)!(

)(!4
)}({.0 2 xL

ms

ss
xLiP ms

nm
sm

 







  

si p  es par y q  impar ( n  dimensión impar). 

 

Caso3: p  y q  ambos pares 

 
De (23) se tiene 

.)0(lim)1(

)0()(lim)1(

)0(Re)1()}({
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
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
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
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De (28), usando (17) se tiene, 
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Por tanto 
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si p  y q  son ambos pares y .0ms   

 

En forma similar se obtiene 
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n
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
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si p  y q  son ambos pares. 

 

Caso 4: p  y q  ambos impares 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 
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Se observa en este caso de (18) y (20) que 

 )()(
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para p  y q  ambos impares, donde )()(

1 Ps  es expresada por medio de la fórmula 
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si p  y q  son ambos impares y )()(

2 Ps  por medio de la fórmula 
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si p  y q  son ambos impares. Las fórmulas (41) y (42) son nuevas expresiones deducidas de fórmulas que aparecen en 

([2]). Por otra parte de (24) se tiene que  

0)0(Re
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
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


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n
 

si p  y q  son ambos impares, luego de (42) y usando la propiedad (8) se tiene 
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2  
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para p  y q  ambos impares. La fórmula (43) aparece en ([4], página 278, fórmula 5). 

 

La existencia de la fórmula (42) indica que no se puede utilizar la metodología anterior para deducir los productos que se 

estudian. Entonces en este caso para obtener los productos  
miP  )0( . }{sL  se usarán las fórmulas (40), (41) 
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([4], página 276), 
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si p  y q  son ambos impares 

 

De (45), (46) y usando (40) y (41) se llega a la fórmula 
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si p  y q  son ambos impares. 

 

 

De (47) se tiene 
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De (49) y (50) se obtiene 
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si p  y  q  son ambos impares y .ms   

Similarmente de (48) se tiene, 
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De (44) y usando (51) y (52) se obtiene la siguiente fórmula 
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si p  y q  son ambos impares y .ms    

 

Por otra parte, usando (49) y usando (50) se tiene 
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si p  y q  son ambos impares. En forma similar usando (48) se obtiene 
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si p  y q  son ambos impares. 

Se observa que la fórmula (32) es válida bajo la condición  ,1
2
 nm  por tanto para estudiar el producto 

)}({.)0( xLiP sm   bajo la condición ,1
2
 nm  para p  y q  impares, se usará la siguiente definición: 
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Por tanto usando (54) y (55) se tiene 
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p  y q  impares. 

 

En consecuencia se ha logrado obtener el producto distribucional )}({.)0( xLiP sm   para el caso p  y q  impares sin 

utilizar la fórmula (32), así tenemos que 
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si ,1
2
 nm  para p  y q  impares. 

 

Podemos observar que los productos distribucionales  

}{.)0(y  }{.)0(  smsm LiPLiP   

aparecen en ([1]) y en ([9]) respectivamente, sin considerar la signatura de p  y .q  En este artículo se obtuvieron de 

nuevo estos productos pero haciendo el estudio detallado de los casos de la signatura de p  y q  donde nqp   

dimensión del espacio. Por otra parte las fórmulas (53) y (59) son nuevos resultados acerca de los productos 

distribucionales .)0( miP  }.{sL  

 

En el caso particular  0,1  sm  y 4n  se obtiene de (38): 
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si 1p  y .3q  En forma similar para el caso 3p  y .1q  

 

La fórmula (64) es una leve variante de la fórmula 

2

1
)(.)0( 1   xiP  ⁫  

conocida como fórmula de Guerra y aparece en ([10], página 530, fórmula 26). 
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