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RESUMEN

Se sabe que los productos distribucionales (P £i0)™.L°*{5(x)} y (P £i0) ™.L’{5(X)} aparecen en ([1]) y ([9])
respectivamente sin considerar la signaturade P y ¢ donde p+q =n es la dimension del espacio. En este articulo se

obtuvieron férmulas vinculadas con los productos distribucionales (P £i0)"™".L°*{S5(X)} y (P +i0)™.L’{o(x)}
tomando en cuenta la signaturade P y (. Se presentan cuatro casos y la novedad aparece enelcaso4 ( P y ¢ ambos

impares) porque para este caso se sabe que Res (P t IO) =0 y no es posible deducir formulas relacionadas con los

productos (P £i0)"™.L°{5(X)} y (P £i0) ™.L°{5(x)} de la misma forma que para los casos anteriores; es decir,
casol (P impary ( par),caso2 (P pary Q impar) ycaso 3 (P y g ambos pares), por tanto fue necesario usar otro
punto de vista para darle un sentido a los productos anteriores.

Palabras claves: Producto distribucional

ABSTRACT

It is known that the distributional products (P £i0)™".L°{o(x)} and (P +i0)™™.L°{&6(X)} appear in ([1]) y ([9])
respectively without taking into account the signature of p and g, where p-+ =n is the dimension of the space. In this

article a formulae relationships was obtained with the distributional products (P £i0)™.L°{5(x)} and
(P+i0)™.L°{5(x)} taking into account the signature of p and g. In order to do it we have four cases and the case 4 ( p

and g both odd) is very new because in this case we know that Res (P+|O) =0 and it is not possible to obtain

formulae relationship with the products (P +i0)™™.L°*{o(x)} and (P +i0)™".L’{5(X)} using the same method i.e. for
the case 1 (p odd and q even), case 2 ( p even and g odd) and case 3 (p and g both odd), therefore it is necessary to use

another point of view to give a sense the distributional product (P £i0)"™.L*{o(x)} and (P £i0) ".L°*{5(x)}
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INTRODUCCION

Sea X =(X;,X,,...,X,) un punto en el espacio n-dimensional. Con P = P(X) se designa una forma cuadratica de n

variables, no degenerada,
def
2 2 2 2 2
P=P(X) =X +X; +..tX) =X, ==X} (1)

donde p+q=n (dimensién del espacio), p es el nimero de cuadrados positivos de P,  es el nimero de cuadrados
negativos de Py def. es la abreviatura que indica definicion.

2 . . s,
Con |x| se indica la forma cuadratica,
2
X" =X +X; +...+ X} (2)
Se considera ahora la forma cuadratica
. 2
T.(x,&) =P(x)igX", (3)

con & ndmero real mayor que cero, |x|2 definidaen (2) y P(X) en (1)

Para A namero complejo arbitrario se escribe,
def
(P+i0)* = Iirrg(Ti(x, &))* (4)
se demuestra en ([4], pagina 284), que el limite que figura en el segundo miembro de (l.1.4) existe y ademas que

(P +i0)”* son funciones distribucionales holomorfas de A, salvo en los puntos A = —2—k,k=0,1,... donde tienen
polos simples.

De ([4],p4gina276) se tiene,

IS
s

. e 212
A:_n_k( ) 44KIC(2 +K) 190}
2
k=01,2,..
donde L* es el operador ultra hiperbélico iterado k veces, definido por,
k
2 2 2 2
Lk={82+,_.+52_ 82 T 82 } ' (6)
OX; X,  OXj, X,

Segun ([3], pagina 23, formula (1.3.1)) se tiene,
(P£i0)*.(P +i0)* = (P £i0)*™* (7)
para A, 1 nimeros complejos tales que, A, 1, A+ #—5—-K,k=0,12,...
Por otra parte, de acuerdo con ([4], pagina 276, formulas (2) y (2") se tiene,

(P+i0)* =P/ +e**'P%, (8)
donde
P*siP>0
P! = (9)
0siP<0
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(-P)*siP <0
0siP >0,

ademas el desarrollo en serie de Laurent de una distribucion T (&) analitica dependiente de un parametro « con polos
simples en los puntos & = —K,k =0,1,2,... esta dada por:

A o0
T(a)=—2+A + +k)". (11)
(@)=t At S Ak
La distribucion A ; es por definicion el residuo de T () en o =—k,k =0,1,2,... es decir,
A, = REET(a) = Iimk[(a +K)T ()] (12)

Por otra parte, las distribuciones Pf tienen singularidades en los puntos de la forma A=-3-5,5=0,12,... y
A=-5,5=12,..
En general, de ([4], pagina 278), sabemos que

(s) —(—NSal A
o7 (P) =1 S-A=—5—F12,se=§,l,2,...P+ (13)
y
(s) — (_1\S A
0 (R)_(l)ghﬂﬁi&@ma' (14)

Como las singularidades de (P £i0)" y Pf en A dependen de si la dimension n es par o impar, es decirsi P y g son
impares 0 pares simultaneamente entonces usando resultados de ([2]) se tiene
Lo
Res (P£i0)* =e 7 a, ,L°*{5(x)} (15)

A=—m—s
2

si P esimpary Q par (nimpar) ([2], pagina 38, formula 56),
Res (P+i0)* =™ " a, ,L'{5(x)} (16)

A=——=s
2

si Pespary q impar (nimpar) ([2], pagina 38, formula 57) donde

n

72-2

a =
¥ 2%sI(D +5) (17)
y L es el operador iterado k veces definido por(6).
Parael caso n par, usando las propiedades:
s s s—5+1
637 (P) =67 (P) =-D, , L * {5(x)} (18)
([3], pagina 11, férmula 58), donde
D . COEY (Y 7® (19)

S, p.q

s—041
4777 (s=3+1)!
cuando P y g son ambos pares
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el g )
45 N (s -0+l 2 2

<51k(P)’(0> J.w|:(266 j { ga- -2 LP(; S)}:| rp_ldr
([4], pagina 250) y s=r

<5 (P), (p> (-D)" I {(Zrarj {re hilt S)}} sdr.

s=r

([4], pagina 250), se tiene
Res (P£i0)* = (-1)a, {5 (x)}

="
2
si P y ( sonambos pares ([2], pagina 38, formula 60) y
Re s(P+i0)* =

="
2
(2], pégina 39).
En la formula (20) la funcién y(X) es definida por
T (x)
X) = :
w(X) R0

1 1
Ky=—y+1+=+..+— k=23,...
w(K)=-y 5 1

1 1 1
K+Z)=—y-2In2+2/1+=+...+—,k=12,...
vik+)="r ( 3 T k-1 J

y 7 eslaconstante de Euler.

LOS PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS ENTRE (P+i0)*" Y L{5}

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

El objetivo es evaluar los productos multiplicativos (P £i0)*™.L°{6} tomando en cuenta las signaturas de p y (

donde p+qg=n es la dimensién del espacio, P es la forma cuadratica definida en (1)), L° es el operador

ultrahiperbdlico iterado S veces definido en (6) y 0(X) es la medida de Dirac.

En orden de darle un sentido a dichos productos se consideraron cuatro casos:
Caso1: p impary Q par

Usando la formula (15), se tiene,
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L)} =¢"" (a,,)* Res (P +i0)* =

e (@, ) lim  (A+3+5)(P£i0) = 8

_n_
A—>—3-s

e % (a,, )t lim  p(Pi0) .

S—0
Ahora, de (28) y usando la propiedad (7) se tiene

(P£i0)".L{5(x)}=

—e™* (a,, J'lim  BP+i0)/ " = 29)

4"sIC(5+5) s—m .
e L"{o(x)}sis—m=>0.
En consecuencia se tiene
A"SIT (2 +5)

P+i0)".L{o(X)}= {5 30
(P£i0)".L*{5(x)} ComirC s m B0 (30)
para P impar,  pary S—m=>0.
En forma similar de (28) se tiene
(Pi0)™.L{s(0)}=
—e"%(a,, ) lim AP xi0) ™ 2 (31)

-m
47"sI0(G+s)

_ s+m
= emrcesm b WX}

para P impary Q par, donde (P T iO)l es definida por (4) y cuando A es un entero negativo el cual no es un polo, este
caso ha sido estudiado por Brester y Jager ver ([7] y [8] respectivamente).
De ([7], pagina 577, férmula 4.1), se tiene

(_1) m-1

(P+i0)" =P ¢mﬂi5<m-”(P) (32)

Caso 2: p pary q impar

Este caso es similar al caso 1. En efecto, de (16) y (28) se obtienen las siguientes formulas
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4"sIT (5 +5)
(s—m)!

si P espary ( impar (N dimensiénimpar)y S—m=>0, y

47"sIT (5 +3)

W

(P+i0)".L{5(x)}= L™{5(x)}

(Pxi0)".L{5(X)}= LS™{5(x)}

si P espary g impar (N dimension impar).
Caso3: P y ( ambos pares

De (23) se tiene

CE0=((Dia,, ) Res(Pioy =

((_1)gas,nj1”m (ﬂv"‘%‘f‘s)(PiiO)l _

_n_,
A—>—5-S

[(_1)2615'“)_1"”‘ 0ﬂ(PJ_rio)ﬁ—%—s_

L

De (28), usando (17) se tiene,
(P£i0)".L{5(x)}=

q -1 )
= ((—1)2615,”) lim AP +i0)” ™ =
B—0

4"sIT (3+s)
(s=m)IT"(5+s-m)

L"™{5(x)}sis—m=>0.
Por tanto

4A"SIT (8 +5)
(S—-mIT'EG+s—m)

(P£i0)".L{5(X)}=
si Py Qq sonambos paresy s—m > 0.

En forma similar se obtiene
47"sIC (4 +5)
(S+m)IT(5 +s+m)

(Pxi0)".L{o(x)}=
si P y ( sonambos pares.

Caso 4: p y g ambos impares
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Se observa en este caso de (18) y (20) que
5 (P) =6 (P) =

(39)

g+l n

S ewen AORIZC)]

para P y g ambos impares, donde 51(5)(P) es expresada por medio de la férmula
s _2(-1)* (=) 7 £ =
60 @)= "2 CV By ) 1) (o)
4777 (s—5+1)!

si p y g sonambos imparesy & (P) por medio de la formula

S ) s+l -1 qTﬂﬂ_%* 577+

0@ =CO N By v v | ) (a2
477 (s =5 +1)!

si P y g son ambos impares. Las formulas (41) y (42) son nuevas expresiones deducidas de formulas que aparecen en
([2]). Por otra parte de (24) se tiene que

Res(P+|O) = (42)

="
2
si P y g sonambos impares, luego de (42) y usando la propiedad (8) se tiene
Res P/ +e "+ Res P* =0 (43)

a="1s A=
2 2

para P y g ambos impares. La formula (43) aparece en ([4], pagina 278, férmula 5).

La existencia de la formula (42) indica que no se puede utilizar la metodologia anterior para deducir los productos que se

estudian. Entonces en este caso para obtener los productos (P £i0)™™ . L*{o} se usaran las formulas (40), (41)
(P+i0)" =P™" +(-D)"P"

([4], pAgina 276), (44)

Nis1
Res P/ = C7" 560(p) +
=—3-

T (3+s)
(45)

o @ -yl
si P y g sonambos impares y
Res P =_—L_5(P)+

L(3+s)

(46)

P+l n_
( )2 ”2
@ -veois)
si P y g sonambos impares

De (45), (46) y usando (40) y (41) se llega a la formula
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9l on gy

- o -voles)

si P y ( sonambos impares y

1

e TOR0) G e

si p y g sonambos impares.

De (47) se tiene
L{5(x)}=b, .4 Res P/ =

b lim (A+2+5)P/ =

n,s,p.q

A—>=3-5
. ﬂ,%,s
by pqlim  BPIZ.
£—0
donde
b _ 4°SIT (5 +5)
e e e —p )]
D7 2 () -p @)
De (49) y (50) se obtiene

A"SIT(2 +5)
(s—m)T(5+s—m)

P.L{6(x)}= Lo ()}

si Py Q sonambosimparesy S=m.
Similarmente de (48) se tiene,

P (L) = o tS)

(s—m)IT'(5+s—m)

(=L ™o()}

De (44) y usando (51) y (52) se obtiene la siguiente formula
(PiO)".L{s(x)}=P".L{s(X)}+ ()" P".L’{5(x)} =

-2 4m s!F(%Jrs)

s—m
= © omr(2es—m) L {o(x)}
si P y g sonambos imparesy S =M.

Por otra parte, usando (49) y usando (50) se tiene
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sIl'(5 +5)
A"(s+m)!IT'(5 +s+m)

P L{o()} = Lo ()} (54)

si P y q son ambos impares. En forma similar usando (48) se obtiene
_ SIT(2+5)
PEDHoM =7 :

(s+m)IC(G+s+m)
si P y g sonambos impares.

L {600} (55)

Se observa que la férmula (32) es valida bajo la condicion m<Z%—1, por tanto para estudiar el producto

(P+i0) ™.L*{o(x)} bajo la condicion m > 2 —1, para p y g impares, se usara la siguiente definicion:

(56)
PM=pP ™4 (-])"P "
([9]) donde P, ™ significa parte finitade P, en 1 =-m=1,2,3,... es decir
P." = partefinitade P/ en 1 =-m =
(57)
=lim  2(A+m)P/
A—>—m
Por tanto usando (54) y (55) se tiene
(Pi0) ".L{o(x)}=P "L{o(X)}+ (D" P ".L’{5(x)}=
(58)

MG sEs(x)}sim> 2 -1,

4" (s+m)IT (5+s+m)

P y Qq impares.

En consecuencia se ha logrado obtener el producto distribucional (P +i0)™".L°{5(x)} parael caso p y ¢ impares sin
utilizar la formula (32), asi tenemos que

(P+i0) ™ L{5(x)}= 22— ST G*+S)

4" (s+m)IT(2+s+m)

L{o(x)} (59)
sim>2-1, para p y ( impares.

Podemos observar que los productos distribucionales

(P£i0)".L’{o}y (P£i0)™.L’{5} (60)
aparecen en ([1]) y en ([9]) respectivamente, sin considerar la signatura de P y Q. En este articulo se obtuvieron de
nuevo estos productos pero haciendo el estudio detallado de los casos de la signatura de P y ( donde p+Q=n
dimension del espacio. Por otra parte las formulas (53) y (59) son nuevos resultados acerca de los productos

distribucionales (P £i0)*". L*{o}.

En el caso particular m=1,5=0y n =4 se obtiene de (38):
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donde

si p=2y =2 yde (59) se tiene

donde
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(P +i0)2.5(x) :%05

Y2 2 2 2
P=X +X5—X;—X;

o° o8 o8 &

= —+ — —
ox>  ox; oxX ox:

(P£i0)2.5(x) = % s

2 2 2 2
P=x —X;—X; =X

0> o> o ©¢°
=

o2 XX ox X

si p=1y q=3. Enformasimilar paraelcaso p=3y q=1.

La formula (64) es una leve variante de la formula

conocida como férmula de Guerra y aparece en ([10], pagina 530, férmula 26).

41

Vol. 22, No. 01, pp. 32-42 / Agosto 2009

(P £i0).5(x) :% )

(61)

(62)

(63)

(64)
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