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RESUMEN

En este articulo se le da un sentido a los productos de convolucién de 6% (P.) x O (P.), 60 (P_) x sO(P),
5§k)(P) * 5§|)(P) y 52()('3) * 5§|)(P)- En la primer seccion, se le da un sentido a los productos
sOP) xsOP,) y sOP)*xs0(P) para N impary para el caso N par hay que agregar la condiciones
k < % -1 y I < % -1 En la segunda seccion, se le da un sentido a los productos 5(k)(P+) * 5(I)(P+),
SOP) * 5(|)(P—)15§k)(P) * 5§|)(P) y 5gk)(P) * 5g)(P) bajo las condiciones N par, k> % -1 y
1>2-1

Palabras clave: Teoria de distribuciones
AMS Clasificacion de Temas: 46F10, 46F12

ABSTRACT

In this paper we give a sense to distributional convolution products of WP, x 80P, 0P x5O P,
8PP+ 8P(P) and 85°(P) 8L (P). The first section, we give a sense to products of 6®(P.) *x SO (P,)
and 0©(P_) xSO(P_) forodd N, aswellasforeven N if K <5 =1 and 1 <5 =1 |nthe second section,
we give a sense to products 0 (P.) x SO(P.), W(P-) x 8V(P-),6{°(P) x 6”(P) and 65°(P)  57(P)

n n
under conditions N even, k= o 1 and | > o L
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1. Introduccion.
Sea X = (X1,X2,...,Xn) un punto en el espacio N — dimensional Euclideano R"
Consideremos una forma cuadraticaen N variables definida por

P =P() =X} + x5 —x2 - —X3q )

donde P+ Q =N esladimension del espacio.

Llamamos C* al espacio @(X) de funciones infinitamente derivables y con soporte compacto
definidas de R" en R.

De ([1]), pagina 253, formula (2)), la distribucion P} es definida por

(Po) = [ (PO p(0dx 2)

donde A es un nimero complejoy dX = dX1dXz...dX, . para Real(2) > 0| estaintegral
converge y es una funcion analiticade A. La prolongacion analitica a la parte Real (4) < 0 puede
ser usada para extender la definicion de (P%,9) . Més adn de ([Gelfand], pagina 254), se tiene,

(PLo) = [ U o (3)
donde
q@1(U) = %j: % (L= ) ¢ (U, tu)dt (4)
¢(r,s) = ¢2(u,v) (5)
B(r,9) = [ pd,dQ (6)

r=gxi+.+xp and s= 1#xlﬁﬂ +... X34 ©)

Aqui, dCp y dQq son los elementos de éreas de la superficie en la esfera unitaria en RP y R
respectivamente.

En forma similar podemos también definir la funcién generalizada P~ por

(PLo) = [ (PO o) ®)

Mas auln se obtiene

(PLp) = [ v @i (n)dv ©)
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donde
2D (U) = %j: % (1 = )4y (vt V). (10)

De (1) la ecuacion de la hipersuperficie P = O define un hipercono con un punto singular (el
vértice) en el origen.
Por otro lado, de ([1], pagina 249), se tiene,

GOP).0) = [ [(%as)k{swwﬂ R (11)

GOP).9) = D[ [(Zrar) {rp—zw}l_ssq—lds (12)

donde @(I,S) es definida por la ecuacion (6).
k k
También de ([1], pagina 250), las funciones generalizadas 55 )(P) y 5; )(P) estan definidas por

(6PP).0) = I [(2363) {SH@} erp_ldr (13)

(5(k)(P) ‘P> SO J. |:(2rar) {rpﬂ@}lﬁsq_lds (14)

donde #(r,S) es r*™Ps*™¥ multiplicada por la integral de ¢ sobre la superficie
XP+X3+ -+ XB =12y Xpyg + o+ XGuq =87
Las integrales convergen y coinciden para

(o Prg-2 (15)
5 .
Si, por otra parte,
K> %—2 (16)

esas integrales deberian entenderse en el sentido de la regularizacion (ver [1], pagina 250 ).

k) (k) . - :
Ahora en general 61 (P) y 6, (P) pueden no ser la misma funcidn generalizada.
Note que la definicién de estas funciones generalizadas implica que en cualquier caso

5P (P) = (-1)*6%(-P). (17)
De ([1]), pagina 278), las siguientes férmulas son validas,

5O P.) = (-1)*k!Res;—1P? (18)
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s®(P_) = (-1)*k!Res,__1P*. (19)
Por_otra parte, de ([1] pagina 278), para N impary para N par pero bajo la condicién k < % -1
se tiene,
sW(P.) =51(P) = 69 (P) (20)
y
§W(P-) = 61°(-P). (21)
Mientras que en el caso en que la dimension N sea par y k > % -1
5Y(P.) 61 (P) (22)
y
sW(P_) - 81 (-P) (23)

son funciones generalizadas concentradas en el vértice del cono P = 0 ([1], pagina 279).
De([1], pagina 279), se tiene:

Si Py Q son paresy si k> % -1 , entonces
(D 6W(PL) = 5M(P-) = 2kl 72 {500} (24)

mientras que en todos los otros casos
OP-) = L)XW (P,) . (25)
En (25)

(-D2n?
44 (k- L+ 1)

Agnk = (26)

y L) esel operador diferencial lineal homogéneo iterado J veces,
0? 0? 0? 0? j
Lj: <X 4.4 LY . 27
2 2 2 2
{8x1 X2 ox OX2.q } (27)

:{a_2+... & _ @ 62}
es decir, es el operador ultrahiperbélico oxg g gy xBiq ) iterado J
veces.

De([1], pagina 255), (P4, ®) tiene dos conjuntos de singularidades a saber:

A=-1-2,-3,... (28)
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A=-5-D-1.. (29)
y de ([1], paginas 256-269 y pagina 352), se tiene,

Res,_ . P* = & 1) L0509 (P) sip esparyqes impar

(30)
Res,_ 1 P* = & 1) E0-59(P) sip es impar y g es par,
(31)
Res l:,%,kPi = 0sipesparyq esimpar (32)
y d n
Res;—a (P} = %Lk{é(x}si p es impar y g es par (33)

Donde L¥ esel operador ultra hiperbélico iterado K -veces definido por medio de la férmula (28).
En forma similar (P4, ®) tiene singularidades en los mismos puntos que (P, ®) y tomando en
cuenta que todo lo que se dice acerca de P también vale para P2 exceptoque Py ( debe ser

k
intercambiados, y en todas las férmulas que corresponde a 55 )(P) deben ser reemplazadas por
k k
5P (P) = (~1)*s5°(P) (34)

y (L) por (=L) (ver[1], paginas 279y 352 ), luego se tiene,

Res;_ 1P — & k1|) 5% (=P) sip es impar y q par (35)
Res;, . P* = & 1) £0-519(~P) sip es par y q impar
(36)
PR .
Reslz_%_kP_ = 0 sipesimparyq par
(37)
y P n
Res;— » P* = %(—L)k{é(x}si p es par y g impar. (38)
Si la dimensién del espacio N espary P y 0 son pares, P! tiene polos simples en
A= PR K, donde K es un entero no-negativo, y el residuo es dado por la siguiente férmula
(L4+k-1)
Res;— 2 k012, Pt = (rl() 2+k) 6,7 (P)+
(39)

4 n
D22 ) kes(x)

4KIT (L+k)
([1], pagina 268), donde L* s definido por (28).
Si, por otra parte, P y 0 son impares, P tiene polo de orden 2 en A= _% -k y de ([1],

pagina 269), se tiene
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(-1) %+k—1 5(%+k71)
T 1

(P) +

Res l:,%,kPﬁ =

a1 n_
OENTE
22'<k!1“(%+k)

[v(E) -y (2) L))

donde

' (x)
rx)

y(X) =

y T'(X) es la funcién gama definida por

o0
r'(x) = j e 27 tdz
0
Para valores enteros y valores fraccionarios la funcion ¥ (X) esta dada por:

- _ ...
v(k) = y+1+2+ o

1y_ ., 1. 1
wk+d) - 2In(2)+2(1+3+ +2k_1)

donde 7 es la constante de Euler.
En forma similar

(1)2*? 6(%+k71)
I 1

Res l:_%_kP% = (-P) +

P n
(1)2n2
4KIT (2+k)

(-L)*{8(x }sip y g son impares.

y
Dok n
Copa_ he JGHED
Resl}TkP_ = T 0, -P)+
p+tl n

O zr2"

22kk!l"(%+k)

[v(3) - w(Z) J(-L)*{8(x)}sip y q son impar.

En este articulo se le da un sentido a los siguientes productos distribucionales:

Vol. 21, No. 02, pp. 60-77 / Abril 2009

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)



A. Aguirre

5Y(P.) xSV (P.)
sO(P_) x sO(P_)
s9P) x5V (P)

55(P) x 55 (P)

Los resultados se dividen en dos secciones. En la primera seccion se le da un sentido a los siguientes
productos de convolucion:

59(P.) + 5O(P.)

SOP_) % sO(P.).

para N impar,ypara N parsi k<
En la segunda seccion se le da un sentldo a Ios productos distribucionales

59(P.) + 50(P.)

SOP_) x sW(P.)

5P (P) * 57 (P)

y
k |
55 (P) * 85 (P)
bajo las condiciones N par, k> % -1 y Iz % -1,

2. Los productos de la convolucion §®(P.) x sV (P,) y s©P_) x5O (P.).
Para obtener dichos productos de convolucién se necesitan las siguientes formulas:

p/l A gni o i .
{m} = —aunie s (Q-i0)"r —e 2 (Q+i0) (45)

([1], pagina 284 formula 4) y

p4 A 2+ )70 o an e o
{m} = e MTQ-i0) T — e Q0 (46)

([1], pagina 284, formula 4), donde
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(Q+io)* = Im(Qiig I X 12 )%

(47)
([1], pagina 275),
Q=QW) =yi+ - +Y5~ Vo=~ Yhug (48)
P+d =N dimension del espacio, € esun nimero real tal que € > 0 | el simbolo A indica
transformada de Fourier,
LA = J.e*<x’y>f(x)dx
y
auni = 2204 + %)(20—1.
Usando las férmulas
(P +i0)* = P + e*ipA (49)
([1], pagina 76),
P4 = (<2isenin)~L (e (P + i0)* — e (P — i0)*) (50)
P% — (2isenim) (P +i0)* — (P —i0)*) (51)
y
. _ T
rora-z vy (52)
([8], pagina 344).
De(49) and (50) se tiene,
P: 1" _ p2mn -1y [Qf% +cos(A + ﬂ)Q:k% } (53)
rx+1) 2
si 0 esimpary P espar (N impar),
P4 APV SC DR =Y AL Nyo "2
{m} = -2 2 (1) |:Q+ + CoS(A + E)Q* :| (54)
si 0 esimpary P espar (N impar),
Ny 1
p? N oon 2 5 Q- °
{r(x +1) } RS C) (55)
si Py Q son pares,
9
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il
-1

Pi " _ +n % % Q_
{r(m 1 } = —2¥m () F(A-T+1)

si Py 0 son pares,

{Wp—il)}A = 222 () T [(Q-10)*F + (Q+i0) FF ]

si Py d sonimpares, y

P;L A n_ =y . L _,.n . PR 1
{_} = 221271 (1) 7 [e Q- i0) 2 + eM(Q+i0) 7 ]

ra+1

si Py 0 sonimpares.
De (56), (57), (58), (59) y usando las propiedades

PA " p: "
{A'l”_l T+ 1)} N Jﬂ{r(x 1) }

([4], pagina 125, férmula (98)) y la férmula (20) se obtiene la siguiente férmula

(_1)k2n—2(k+1)ﬂ%(_1)% 12
r@2-2+k) ’

EOP} -

si 0 esimpary P espar (N impar),

( 1)k2n 2(k+1)n.2( 1)2 k+1—%
r2-2+k) ’

{50 PHH"

si P espary 4 esimpar (N impar),
{5(k)(|:)7)}/\ _ _2n—2(k+1)n.%(_1)%5(%4(—1) (Qf)

si Py d sonparesy K< 7 -1y

{5(k)(p+)}/\ _ _2n—2(k+1)n.%(_1)%5(%—k—1)(Q+)

si Py Qsonparesy K< 71

Cuando P y g sonimpares de (60) y (61) y usando la formula

7r|( 1)

Q£ i0)™* = pfQ™** F ———5¥(Q)

([9], pagina 577) la cual es validasi K # 2 ¥5—1  s=1,2,... donde PFQ™? significa la

parte finitade Q" en 4 = =k — 1 ([1],p4gina 86) se tiene,

Vol. 21, No. 02, pp. 60-77 / Abril 2009

10

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)



A. Aguirre

{5(k)(p_)}/\ _ 2n—2(k+1)2—1ﬂ.%(_1)%1—~(% —k— 1)prk+17%

si Py 0 sonimparesy

k < L —

2

1:y

{5(k)(p+)}/\ _ (_1)k2n—2(k+1)2—1n%(_1)0'—;11—(% —k— 1)prk+1—%

si Py d sonimparesy

Por otro parte, usando que 0 (P+) es una distribucién de clase S’ ([5], pagina 142) donde S'

k<%_1.

eseldualde S y S es el espacio de Schwartz ([7], pagina 233) y considerando el teorema clasico
de Schwartz ([Schwartz], pagina 268, formula(lV,8,4) la siguiente formula es valida

0P *sOP)}" = 80P AP

LBOP2) *sOP)" = L8OP) AP

De (63), (64), (65), (66) y usando la propiedad

([6], pagina 39) donde A y £ son nimeros complejos tales que A

A+
Pipﬁ = + #

n
l+‘ui—?—t,

t=0,1,... y L,uA+p+-1,-2,... yconsiderando las formula (55), de (70) y (71) se

tiene,

{89P-) x50P)}"

= Tk+1-n+3)ME k-1 )31 %)°

LA o A
T4 +k+1+2r(& - 1-1){P, 27"}

si  esimpary P espar (N impar)y K+1+2>n-1

(80P * 80P}

= Tk+1-n+)ME -k - D(rz (D7)

F(2+k+1+2)r(& -1- 1){P+%"‘—'—2}A

si 0 esimpary P espar(N impar)y K+1+2>n-1

{5(k)(P—)*5(I)(P_)}/\ _ 22n—2(k+1+l+1)(n.%)2((_1)%)2-

si Py Q sonparesy

k

n

<?—

5 V(@Q).6%"V(Q)

1yl<%—1,
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SOP,) % sOPV = 22201l (7 3)2((Z1) 7)2,

57 V(Q0).6% M (Qy)

siPydsonparesy K<5—-1yl<3-1
De (68) y (69) se tiene,
{5(k)(P+) * 5(|)(P+)}A _ (_1)k+|+q—122n—2(k+1+l+1)—2 (71'%)2

[(L —k - DI - - DpfQit-2

si Py g sonimparesy k<%—1 y I<%_1,y

{5(k)(p_) * 5(|)(P_)}A — 22n—2(k+1+l+1)—2(ﬂ%)2(_1)q—1

[(L —k - DI(L — | - 1)pfQiet-n+2

k<%—1 I<l—1_

si Py g sonimparesy y 2

Por otra parte, usando la formula
5©OMP).sOP) =0

cuando N espary K+1+2# 2.7 +1... (6] pagina 18, formula 42), se tiene

8 DP.).6 (P =0

SGHFDP).ETP(P) =0

siN espary k+|¢%’%_l’%_2'“

Ahora usando la formula (67) se tiene
pr—(n—k—I—Z) — 2—1 [(Q + io)—(n—k—I—Z) + (Q _ io)—(n—k—I—Z)]_

Por otro parte, usando la férmula (48), se tiene,

0| A n n
{P—Z <! 2} _ MG HDA (- 2)r(n-K-1-2)

(-1 [(Q+i0) 0¥+ + Q- i0) "+2)]
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Si Py 9 sonimpares.
De (77) y (78) y usando las formulas (82) y (83) se tiene

BOEP)*sOPH = aT220(E —k- DML - 1-1).

D _k-1-2Y A
1
C|*1 {P_z }
(-1) 72 T(3—k-1-1)T (n—k-1-2)

si Py 0 sonimparesy

BOP)*5OP )M = (DM@ —k- D& - 1-1.

D_g-1-2) A
— {7}

(-1) 2 T(F—k-1-D)r(n—k-1-2)

si. Py Q sonimpares.
De (73) y (74) y en virtud del teorema de la identidadde la transformada de Fourier, se llega a la
formalizacion del siguiente teorema,

Teorema 1l Sean K y | enteros positivos y 8% (P+) las distribuciones definidas por (19) y
(20) entonces si K+1+2>n-1 |as siguientes férmulas son validas,

SO 5O(P_) = gPi
si 0 esimpary P espar (N impar)y
3O(P.) % 3V(P.) = ~gP?

si 0 esimpary P espar (N impar). Donde N es dimensién impar del espacio y

Okl = F(k+|—n+3)1“(%—k—1)
2 (313 ((-1) 7 )3

(5 +k+1+2)T(5 -1-1)

observe quesi P espary 0 esimpar, ladistribucién P} es regular en
A=-5-85=012... (1] pagina 260)

De (75), (76), usando (80), (81) y en virtud del teorema de identidad de la transformada de Fourier,

se llega al siguiente teorema,

Teorema 2 Sean K y | enteros positivos y 5(k)(PJ_r) distribuciones definidas por (21) y (22)

. n_ n_ - . .
entonces si k < 2 1 y I < 2 1 la siguiente formula es valida
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5(k)(p_) * 5(')(p_) =0 (86)

S0P, *sOP,) =0 (87)

Si Py d sonparesy N =P+ 0 esladimension del espacio.

Finalmente, de (84) y (85) y usando el teorema de identidad de la transformada de Fourier, se tiene
el siguiente teorema,

Teorema 3 Sean K y | enteros positivos y 5% (P-) distribuciones definidas por (21) y (22)
k<Z-1 y <2

entonces si =1 a5 siguientes formulas son validas
FOP) x5O(P.) = hyy P2 (88)
y
0P, 5OP.) = DMy, PE (59)

Si Py Q sonimparesy N =P+ Q esladimensién del espacioy

ne 222 —k - DI - 1-1)

Niin = = (90)
F(%— K—lI-DI'(n—-k-1-2)(-1)"=
3. Los productos de convolucion S®(P.) *x sO(P,),60(P_) x5O (P),
3Y0(P) x 5V (P) y 55°(P) * 55 (P).
Para obtener estos productos vamos a necesitar las siguientes formulas:
SO(P,) = (-1)BypgL 2 sik > L -1
([2], pagina 10, formula 45 y 48), (°1)
SW(P_) = 2Byp L2 sik > 2 -1 (2)
([2], pagina 10, férmula 46 y 49),
517 (P) = 2DypqL* =" {6(0)} parapyqparyk > 7~ 1 (93)
([2], pagina 12, férmula 54),
59 (P) = Eyp gL 2" {8(x)}parapyq impary k > % -1 (94)
([2], pagina 11, férmula 53),
557 (P) = DipgL* =" {5()} parapyqparyk > 2 -1 (95)
([2], pagina 12, formula 55) y
557(P) = FpgL* =™ 4500} parapy q impar yk = 2. - 1 (96)

14
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donde

(-DKDzat
Brpg = —— ara ares (97)
kp.g ey ERMELY parapyqp

g+l n
_ DDz R pyon Ty ketel
Broa = i pag gy LV TV L) (98)

para p y q impares

q n
(-Dzx?
D =
kp.q LI 1)) (99)
para Py { pares,
F _ (_1)‘1_;'171_%71 |: (E)_ (ﬂ):| Lk—%+1{5(x)}
kip.q 4k7%+l(k—%+l)! v 2 v 270 (100)
y
a1 n
_ (DA z Azt 0y (2
Skpa = 475 2411 v v} (102)
para Py Q impares.
Ahora vamos a considerar dos teoremas para expresar los resultados, lo cual se hara a través de dos
casos, cuando P y g sonparesycuando P y J sonimpares.
Teorema 4 Sean K.l enteros no negati k>3 -1 1>3-1 i
) gativos tales que 2 y 2 entonces si P
y 0 son pares las siguientes formulas son validas,
§OP.) x 6O(P.) = Aginpd T (P,), (102)
3OP-) % 3V(P-) = (-2)Acinpd (P, (103)
kHl-241
59P) * V() = 28k 1nady 2 (P) (104)
y
® O/py _ (k=5 +1) (105)
0y (P) * P (P) = _Ak,l,n,q52 (P)
donde
i
o (-1) 2 (k+l-n+2)! C L nA
Ak,l,n,] (k=3+D! (-5 +1)! paraj =poq (106)

Prueba En la demostracion del teorem 4, vamos a necesitar el producto de convolucion del

15
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n

operador hiperbolico iterado U =2+ 1) veces L 271 {8(X)} x L2 {8(X)} resultado que
aparece en ([2], pagina 346). Por lo tanto, de ( [2], pagina 346, férmula 53), la siguiente férmula es
valida

L2500 * L2 s (x)y = L2271 5(x) (107)

n n
bajo las condiciones k> 2 L= 2 1 para N par.

k—L S
Por otro lado sabemos que L~ 2 " {6(X)} es una distribucion de la clase Oc, donde Oc esel
espacio de distribucion que se disminuye rapidamente ([7], pagina 244),Por lo tanto tomando en
cuentas las formulas (91), (92), (93), (94), (95) y (96) los productos de convolucién

FO(P.) % SO(P.), 60 (P_) % O(P_),61(P) x 6L (P) y 857 (P) * 6 (P) existe bajo

k>ﬂ—1,|z%—1

condiciones ™ = 7 por N par.

Por tanto, se tiene

§O(P.) * 5V(P.) = BepgBipa (L2 {600} * L"2"45(x)} ) (108)

SO P.L) % SO(PL) = 4By Bipq (L 214600} * L2460} ) (109)

donde Bkp.a esté definida por la formula (100) si P y G son paresy (101)si P y g son
impares,

517 (P) % 57 (P) = 4DypaDipq (L7800} * L2 {5(x))} ) (110)

donde Dkp.a esta definido por la férmula (102),

519(P) % 67 (P) = ExpaEip (L2800} + L7271 {5(x)} ) (111)

donde Ekpaq esta definido por la férmula (104),

35°(P) % 6 (P) = Dip gDipq (L2 {8(0)} * L2 45(x)} ) (112)

donde Dkp.a esté definido por la férmula (102) y
30 (P) % 8 (P) = FipqFipq (L2800} * L2 46(x)}) (113)

donde Ekpa esta definido por la férmula (form.102) y

De (111), usando (110) y la férmula (100) se obtiene la formula (105).

En forma similar de (112), usando (110) y la formula (100) se obtiene la formula (106).
De (113), usando (110) y la férmula (102) se obtiene la formula ((107).

Finalmente de (115),usando(110)y la férmula (form.102) se obtiene la formula (108).

; >4 >0 .
Teorema 5 Sean K, | enteros no negativos tales que k> 2 1 y | > 2 1 entonces si Py
g son impares las siguientes formulas son validas,

§OP.) x 5O(P.) = Cnps™ (P, (114)
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k-0
S0P x SO(P_) = 2Cy npd 2™ (PL)
K I (k+1-L+1)
517 (P) % 87 (P) = Hiinpdy  *  (P)
y
K I (k+1-1+1)
85" (P) x 85'(P) = Ciingd, *  (P)
donde
j+1
_ (F1)(=1) 2 (k+l-n+2)! j N
Chtnj = (=T 1)I (- +1)! '[W(?) B w(%)]para }=pog
y
(1)'z a5
N ) N S ny _w(E
Hiinp = (=L +1)1(=241)r {[W( 2 ) —w( 2 )]}
Prueba La demostracion de este teorema5 se realiza de la misma forma que el teoremad4.
De (111), usando (110) y la formula (101) se obtiene la formula (117).
En forma similar de (112), usando (110) y la formula (101) se obtiene la férmula (118).
De (113), usando (110) y la formula (104) se obtiene la formula (form.119).
Finalmente de (116), usando (110) y la férmula (103) se obtiene la férmula (120).
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