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RESUMEN

En este articulo se presenta una expresion para la dimension de un modelo de Gel'fand del grupo simétrico generalizado

Sh o grupo de reflexiones unitarias de tipo G(m,1,n) . De la misma se concluye que esta dimensidn coincide con el
namero de elementos que se representan como productos de reflexiones cuyas raices son ortogonales dos a dos.

ABSTRACT

In this article we present the term for the expression of the Gel’fand model belonging to the generalized symmetrical

group S or group of unitary consideration type G(m,1,n) From this we conclude that this aspect coincides with the
number of elements which are represented as products of reflection the roots of which are orthogonal two to two.

1. Introduccion.
Un modelo de Gel fand para un grupo finito G esuna representacion ordinaria de G cuyo caréacter es la suma de todos
los caracteres irreducibles de G .

Notaremos con Y(G) a la dimensién de un modelo de Gel'fand para el grupo finito G . Un resultado particularmente

interesante sobre ¥(G) | se da en la situacion en gue todas las representaciones irreducibles de G pueden ser realizadas
sobre los nimeros reales. En tal caso, como consecuencia del indicador de Frobenius-Schiir, ver [James] o [Curtis], se

obtiene que 7(G) es igual al nimero de involuciones en G | es decir:
¥G) ={o € G : 0% = e}

aqui las barras indican el cardinal del conjuntoy € es el elemento neutro de G .

En el caso de los grupos de reflexiones euclidianas, ver [Springer], todas las representaciones de un grupo de Weyl pueden

ser realizadas sobre los nimeros racionales, mientras que para los grupos de Coxeter Hs 'y Ha las representaciones se
realizan sobre los ndmeros reales. Naturalmente que esta informacidn es de suma utilidad a la hora de estudiar modelos de
Gel'fand para estos grupos.

En el caso del grupo simétrico generalizado o grupo de reflexiones unitarias G(m,1,n) | las representaciones pueden
realizarse sobre extensiones ciclotémicas, ver [Can, H.]

Para la teoria de grupos de reflexiones en general puede consultarse [Cohen],[Hum],[Kane] y [ShephTodd].
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2. Construcciones de modelos de Gel'fand.

Este concepto de modelo de Gel'fand aparece hacia 1981, justamente a partir del trabajo de Bernstein,
Gel'fand y Gel'fand en [BGG], donde presentan modelos para grupos de Lie compactos. A partir de
entonces hay diversas construcciones de modelos de Gel'fand realizadas por distintos autores.

En [Klyachko], Klyachko presenta un modelo para Gl (Fq) presentado con suma de caracteres
inducidos. En [PanSoto], Pantoja y Soto-Andrade lo hacen para un grupo de Movimientos rigidos, en
[IngSaxl], Inglis y Saxl para el grupo simétrico, en [Bad], Baddeley estudia modelos por involuciones, en
[HZ], Howlett y Zworestine retoman el modelo de Klyachko desde un enfoque mas actual.

Kodiyalam y Verma en [KodiyaVer], presenta una construccién particularmente simple de modelo para

el grupo simétrico desarrollado sobre la potencia exterior K" A K" Finalmente, Adin, Postnikov y
Roichman, en [APR1] y [APR], lo hacen para el grupo simétrico y su algebra de Iwahori-Hecke y para el
grupo simétrico generalizado.

En [AA] se introduce un espacio N | en anillo de funciones polinomiales A =K[X1,...,Xn] |
asociado con un subgrupo finito G de Gl (K) . El espacio NV es un subespacio del espacio de
polinomios G -arménicos, es decir del espacio:

{PeA:0q(P)=0,vQe A%}

donde A3 son los polinomios G -invariantes con término constante igual aceroy:

0q = Q(Oxy,-.-,0x,)
Por otra parte:

N={PeA:DP)=0,De W}

donde W son los operadores diferenciales G -invariantes en el 4lgebra de Weyl de la forma:
D=>3,,x%" con || <|B]

siendo:

X4 = X9t..xgm of = olr...of

|a|:a1+..‘+an |ﬂ|:ﬁl+"'+ﬁn

Cuando K es algebraicamente cerrado, la representacion natural de G sobre N contiene una copia
de cada representacion irreducible de G . Particularmente interesante es el caso en que G es un grupo
de reflexiones, es conocido que si G esun grupo de reflexiones, ver [Kane], la representacion de G
sobre los polinomios G -arménicos es equivalente a la representacion regular. Para los grupos

diedrales, los grupos clasicos de tipo An,Bn,D2n:1 'y para el grupo G(n,1,m) (o grupo simétrico
generalizado), N es un modelo de Gel'fand, ver [AA1], [A], [AB] y [AB1].

En el tratamiento de los grupos de tipo Bn 'y Dn | se hace uso del hecho que las representaciones de
un grupo de Weyl pueden ser realizadas sobre los nimeros racionales, ver [Springer], y en consecuencia,

2
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del conocimiento previo de la dimension de un modelo de Gel'fand como el nimero de involuciones en
el grupo.

Para un grupo diedral con 2N elementos, se mantiene que N un modelo de Gel'fand tiene por
dimension al nimero de involuciones en el grupo, es decir N+2 o N+ 1 segln N sea par o impar.

Es este caso se puede ver que N en C[xy] el espacio de polinomios armonicos que son anulados
por los operadores:

xkom—k + ykomk 1<k<n

3. Producto semidirectos.
El estudio de las representaciones irreducibles en productos semidirectos de grupos, presenta un caso

destacable por su simplicidad. Este es el caso de un grupo finito G que se presenta como producto
semidirecto de un subgrupo normal abeliano Dy un subgrupo H | es decir:

G=DxsH

La construccidn de las representaciones irreducibles en este caso puede ser obtenida como se describe a
continuacion, ver por ejemplo [Serre] o [Curtis].

Con cada caracter lineal ¥ de D consideramos el grupo de inerciade X en H dado por:
Iy ={neH:x"=x}
donde:

x"(d) = x(ndnt) deD

Ahora, con cada representacion irreducible £ de Iy, definimos una representacion XM de
D xs 1y definida por:

2ud,0) = z(uc) deDoel,

Dado que D es un subgrupo normal y X es un caracter lineal, XA queda bien definida sobre el
espacio de representacion de £ . Notamos con Pzu a la representacion de G inducida por XA .

Si R una familia de representantes de las G -6rbitas en el espacio de caracteres lineales de D,
entonces las representaciones irreducibles de G pueden ser parametrizadas como:

A AN
G = {pl# ‘x€R.pe Ix}

donde el sombrero indica, salvo equivalencias, el conjunto de todas de representaciones irreducibles del
grupo considerado.

De lo anterior resulta:

Vol. 21, No. 02, pp. 77-83 / Abril 2009
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y(G) = D [H:lluE)

(za)eRxl,

=D H: L]l Do)
2ER ,uel/;

= Z[H Dl ly(y).
XER

4. El grupo simétrico Gn.

En el caso del grupo simétrico, las involuciones se expresan en forma Gnica como producto de
transposiciones dos a dos disjuntas, en consecuencia éstas pueden ser agrupadas segn el nimero de
transposiciones en que se descomponen.

0<k< [%] , al conjunto de las

Para un subgrupo ) de ©n |, notaremos con Zk($) , con
involuciones en %) que se descomponen como producto de K involuciones dos a dos disjuntas.

También usaremos k() para indicar el cardinal de (9) .
Sin mayor dificultad puede establecerse que:

_ n!
7K(Gn) = S — 20!

Con cada una particion A = (A1,--,Ax) de N, asociamos el subgrupo parabélico &1 de Gn
dado por:

6/’[ — 6/11 X eee X 61k

donde cada S2 esta dado por:
Sy =40eGy o) =isidy+ -+ <i<A+-+2}.

En virtud de la caracterizacion de las representaciones irreducibles de un producto cartesiano, se tiene:

Proposicion i) Las representaciones irreducibles de S pueden ser realizadas sobre los nimeros
reales.

iy ¥(621) esel ntimero de involuciones en &1 'y se tiene:
(5]
Y(&1) = D 7(S).

k=0

5. El grupo simétrico generalizado &x'.

Como ya hemos mencionado, 7(G) es el nimero de involuciones en G en el caso de los grupos de
reflexiones euclidianas. En virtud de los resultados de Carter en [Carter], en este caso, toda involucién
puede ser expresada como producto de reflexiones cuyas raices forman un sistema ortogonal, de modo
gue resultan equivalentes ser involucién y expresarse como producto de reflexiones asociadas a un
sistema ortogonal de raices.

Vol. 21, No. 02, pp. 77-83 / Abril 2009
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En un grupo de reflexiones unitarias G | Ilamaremos pseudo-involuciones a los elementos en G que
puedan ser expresados como producto de reflexiones asociadas a un sistema ortogonal de raices.
El resultado que presentamos en este breve articulo es el siguiente:

Teorema5.1. i) Y(SF') coincide con el nimero de pseudo-involucionesen Sx'-
i)
[5

]
my _ n—k n!
7S = Z}m 2°K1(n — 2K)1

Demostracion: Presentamos el grupo simétrico generalizado como su representacion geométrica dada

. . nxn .. , ; - .
por las matrices monomiales en C™" | cuyos coeficientes no nulos son raices M -ésimas de la unidad.
En esta situacion se tiene:

Gnm :©X56n

donde © es el grupo de matrices diagonales raices M -ésimas de la unidad en la diagonal principal y
Gn esel grupo simétrico identificado con las matrices permutacionales.

Resulta claro que el grupo de inercia de un caracter lineal de ® en ©n  es conjugado con un
subgrupo parabélico &2 para alguna particion 4 de N . Por otra parte, cada subgrupo parabdlico de
Gn esel grupo de inercia en Gn de algun caracter lineal de D

Notamos con Fn' el conjunto de funciones de {1,2,...,N} avaloresen {1,2,...,M} _ Cada
elemento @ € F4' induce una particiéon de N dada por:

A¢ =lal()]  0<i<m

, . . . -z m
Notemos que cada caréacter lineal ¥ de ®© puede identificarse naturalmente con una funcién en Fn
. Es este caso, dos caracteres lineales X y ¢ de ® son equivalentes siexiste 7 € Sn tal que:
— T
¢=x
pero, pensados como funciones, la identidad precedente se traduce en:

_ -1
(Z¢—OlZO7T

de modo que el niimero de caracteres en la Sn -érbitade X esta dado por:

|
% = [6 . GM].

De este modo, la expresion:

y(GF) =D [6 1 6] y(Sr)
XER

puede ser reescrita como:
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y(SF) = ) 7(G)

acFy
(5]
=D (&)

k=0 acF}

En la suma:

D (&)

acFy

cada involucion t € Zx(Sn) aporta tantas unidades como la cantidad de subgrupos parabolicos que la

. , m
contienen. Pensando de otra manera, podemos ver el nimero de @ € Fn' tales que t € S, . Pero
esto es:

mk % mn—2k — mn—k

dado que @ debe tomar valores constantes sobre ambos indices de las transposicion disjuntas que

interviene en la descomposicién de 1.
Se concluye que:

(%]
y(SF) = D M x (&)
k=0
o también , en virtud de (1):
(2] |
SMmy = mn-k n:
7(SF) kz; 2°K1(n — 2K)!

Por otra parte, resulta simple ver que tanto el nGmero de matrices simétricas, el nimero de pseudo-
involuciones proyectivas coincide con:

[5

| N—

mn% x 7k(Gn).

T
o
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