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RESUMEN.
En este articulo se introduce la familia de funciones distribucionales B , (x) definida en (1) y usando

laTransformada de Fourier se obtienen propiedades para los casos a=0,aa=2k VY
a=-2k,k=1,2,... Usando la Transformada de Fourier, B ,(X) puede ser expresada como

combinacion lineal de 6 y sus derivadas (ver, férmula (27) y le damos un sentido a la propiedad
B .(x)*B ,(x) (ver, formula (44)) donde el simbolo = significa convolucién. En la férmula (33)

aparece una nueva expresion para la delta de Dirac &(x). Por otra parte, se introduce la familia de
funciones distribucionales M _, (x) definida en (54) y para « =2k, E, (x) (ver, formula (62)) es

. 2 .
solucion elemental del operador (1+ 37) iterado k -veces.

Palabras claves: distribuciones; funciones generalizadas; producto de convolucion de distribuciones; delta
de Dirac.

ABSTRACT
In this article we introduce the distributional family B—— (x) defined by (1) and using the Fourier
Transform we obtain properties for the cases « =0,a =2k and o = —-2k,k =1,2,... Using the
Fourier Transform, B-% (x) can be rewritten as lineal combination of § and it's derivative (c.f.

Formula(27))and we give a sense to propertie of By (x)*B_ £ (x) (c.f. formula(44)) where the symbol

* means convolution. In the formula(33) appear a new expression of Dirac’s delta 5(x).
On the other hand, we introduce the distributional family M*% (x) defined by(51) and for o = 2k, Ex(x)

dZ
(c.f.formula(54)) is elemental solution of the operator (1 + ﬁ) iterated k- times.
Keywords: Distributions; generalized functions; product convolution of distributions; Dirac”s delta.

Clasificacion segun AMS : 46F10,46F11,46F12.
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INTRODUCCION

El proposito de este articulo es introducir la familia de funciones distribucionales g, definida por (1) y

demostrar varias propiedades para diferentes valores del pardmetro . Se le da un sentido al producto
distribucional de convoluciéon B , (x)*B ,(x) (ver formula (42)). Usando B ,(X) se introduce la
2 2 2

familia de funciones distribucionales M _%(x) definida por (54) y se obtienen propiedades tales como
M, () *M_, (), M 7%(X) *M g(X)’(1+ %)k {M, } y ademés se deduce que E,(x) (ver formula (61))
es solucion elemental del operador (1+ %) iterado Kk —veces.

En primer lugar, usando la transformada de Fourier y tomando en cuenta propiedades de los espacios o
y 0;, B_%(x) puede ser expresada como una combinacion lineal de ¢ y sus derivadas (ver (27)), donde

0,, s el espacio de funciones de crecimiento lento ([5], pagina 243) y Oé es el espacio de distribuciones
de répido decrecimiento ([5], pagina 244).

En segundo lugar, usando el desarrollo en serie de la funcion de Bessel de primera clase y usando la
definicion de la derivada k —ésima de la medida de Dirac en 1—y2 (ver formula (29)), se obtienen

formulas para B_, (x) (ver formula (28)), B,(x) (ver formula (33))y B, (x) (ver formula (38)).

En tercer lugar se obtiene la formula (38), donde B ,(x) puede expresarse en términos del operador

L+ 87 5(x).

En cuarto lugar se introduce la familia de funciones distribucionales M , definida por (54) y se obtienen

formulas tales como M _,*M , = M ., (67), M _,*M, =M;=45(x) (58) y para el caso

2

a =2k seobtiene que E, essolucion elemental del operador L = (1+ %) iterado k veces.

LA FAMILIA DE FUNCIONES DISTRIBUCIONALES Ba(X)

Sea X un punto en R (conjunto de los nimeros reales) y sea B, = B,(x) la familia de funciones
distribucionales definida por

B, =B,(x) =2"""%/zx "7, ,(x) (1)
donde J,(z) es lafuncion de Bessel de primera clase definida por

_1v%2v
> D3

—(%y
Jﬂ(z)—(z) ZAT (A +v+1) (ver [1]) )
y
v+ =vl 3)
35
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En (2) 1 esunndmero complejoy I'(z) es la funcién gama definida por medio de la integral

[(2)=| et dt @)

la cual converge para Re(z) >0 ([6], pagina 52y ([2]) pagina 361), donde z es un ndmero complejo.

Observamos del desarrollo en serie de J p (X), que la familia de funciones distribucionales B, (x) esuna
funcién analitica entera de  A.

TRANSFORMADA DE FOURIER DE B, ().

Lema: Sea B, (x) la familia de funciones distribucionales definida en (1) entonces la transformada de
Fourier de B, (x) esta dada por medio de la siguiente formula

HB,(0}="170

r'(A+1)

donde
®)
(1-y?)*si 1-y*>0
1-y*):=
0si 1-y*<0
para A #-1,-2,-3,.. Y
2§ f(X)}= jR e ™ f (x)dx
Demostracion: De ([2], pagina 409, formula (9, 2, 14), se tiene la siguiente formula
1 1 -l it
J(X)=————.| (1-t°) ze"™dt 7
0=/ oy [.a-t) (7)
para
Re(v+;) > 0. (8)
Haciendo , = 2 +1 en (7), se tiene
Yr2 X, (0=
)
= i [20-1) et
y usando (5) la formula (9) puede ser expresada de la siguiente forma
36
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2m2" XYL (X) =
2

(10)
= oy [ (- t%), feMdt
De (10) y usando (1), se tiene la siguiente formula,
Argad=L o e dt=
(11)
=B, (X).
La formula (11) aparece en ([6], pagina 185y ([7], pagina 2). De (11) y considerando (7), se tiene
AB, (OHY) = [, B, (e dx = [~ (27 2/zx 3, (x) e dx
(12)

o [l (1-2)* Sitx |4iy.x
I (1, e e

De (12), usando el teorema de Fubini y considerando las formulas
S(t—2)=]" e ™-dx

y (13)
S(—t-z)=[" e Adx=[" X Idx,

se obtiene la transformada de Fourier de BA(X) :

(1_ 2)/1
FB00H0) = Ty
(14)
donde (1— yz)f esta definida en (5)
Proof De (14), se obtiene la férmula (5) y de esta manera se completa la demostracion.

2 B a (X) Z, 5
EXPRESIONDE COMO COMBINACION LINEAL DE () vy sus
DERIVADAS

Haciendo A=—2 €n (14), se tiene
1— 2 ;%
FB100) ~ S
2 (15)
donde
37
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B, =B,(x)=2%%/zxt2] , (). (16)

Tomando en cuenta que,
1-y*) ¢ e0,, (17)

De (5) y (15), se tiene

F{B_z(x)} € On

(18)
donde Om es el espacio de funciones de crecimiento lento (ver ([5] pagina 243)).
Por otra parte, de ([5],teorema XV, pégina 268), se tiene,
H !
SiT e Oy = F{T} € O (19)
y
H !
siTe O, => F{T} € On (20)
donde Oé es el espacio de distribuciones de rapido decrecimiento ([5], pagina 244).
Ahora de (5), (17), (18), y considerando que O, ©S" y O, 'S’ se tiene
B.(x)eS’ (21)
donde S’ eseldualde S y $ es el espacio de Schwartz (ver, ([5]),pagina 233-234).
Sea g,-(y) la sucesion,
L (-D)(y)*
. 22
9;(y) = ;V,r(_i_m) (22)
tal que 9;(Y) = 9(y) cuando j—co.
Ahora tomando en cuenta el desarrollo en serie binomial de (1 —y?)~%, se tiene,
a-y)* < "
L=y ()= sily| <1, 23
ra_g) 2V UrCs Svar T9OSIY @)

—a
2

a-y?)
tomando en cuenta e

uniformemente en cada conjunto compacto K c R.

es una funcion enterade & ,se concluye que la sucesion (22) converge

38
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Por tanto, usando ([5] teorema X VI, pagina 76), la sucesion g,-(y) convergeen D' (espacio de
distribuciones, ver ([5],pagina 71)), y por continuidad de la transformada de Fourier se tiene,

FAL g — ) = F{E) = Fow)

v!(m2)2+vl"(—§—v+1)
= FLIimp gj(y)} = limjo FLgj(y)}

CLYFY*y
IIme 2\, 0 VIT(—&-v+1)

=20 v FLAED Y

- v!(mz)TvF(—%—wl)

Por otra parte de ([6], pagina 359), se tiene la siguiente propiedad
FLX)} = DY)
donde v=0,1,2,.. y 5(2v) (X) son las derivadas de orden 2v de la delta de Dirac definida por

(622(X),0) = (-D* ¢*(0).

De (5), (4), (24) y (25), B ,(X) puede ser expresada de la siguiente forma

0 5(21)()()
B4 00= 2 fir s+

PROPIEDADES DE B, (x)

1) Haciendo o =2k,k =0,1,2,... en (1) y usando el desarrollo en serie de J# ((X)),
se tiene,

B, ()=2zy U
ST S iIn(k o+ 1+ )

Por otra parte tomando en cuenta que
(1-xH)!
lim !

ek T(a) =5%(1-x*) (([7], pagina 2, formula 2),
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De (5), se tiene,

i ayy? a-yP»*
FBAy = iMook Tmgy = Mieis T3 =

. 1y2)pt .
= Ilmﬁa,k% =50 -y?)ifly| < 1.

De (29), (30) y usando la definicion (6), se obtiene la formula

FLOA-y?) = B =
i L
2r 21’20 29T (kajir1+ 2y

La formula (31) aparece en ([7], féormula 17, pagina 3).

2) Haciendo a=0 en(27)y usando la féormula
r)ra-z=—"
sinzrz

([3], pagina 3)

se tiene
5(x)

B,(x)=B ,(x =27
0( ) ,7( )a:O r(-%) 40

5(21)()()
T ety i)

2”(x)

= 5(X) + ZJJ_ JIr(=j+) — =
=0(X).

Esta propiedad significa que

509 =B, () = (1) 3, (%)

3) Haciendo

y usando la férmula

Nexo Revista Cientifica Vol. 27, No. 01, pp. 34-45/Junio 2014

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

40



Manuel A. Aguirre & Marta Garcia

107 =3 et iz

v20

- vITl-a+v) - vil'(a)

donde
(—a]_ Il-a) _ (-)'T(a+v)
1%

y (;TZZ)V significa

[d j:d (d (d m(d )

dx? ) dx® dx® dx® T dx?
v — veces iteraciones, la formula (27) puede expresarse de la siguiente forma

Iy e C N (2v)
B—%(X)_ZFO FL-9VIN(-%-v+1) — (- w)z , “lo (x) =

:ﬁZi‘L [ jdz 5(¥) = a)[zfo(‘vzj:;]{g(x)}:

L+ o000} =

F(l %)

LH500}

r(1 )

Haciendo «=-2k,k=0,1,2,.. en(38), setiene

1 e 1, d?)
8,00 1 B0l 5 1+ | oo

Donde

a2 ' 2 d? . d? d?
1+2 | 2 1 1+
[erxzj (+dx2(+dx2(+dx2 (+dx2)

k — veces iteraciones

De (39) y usando (16) y (2), se tiene
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[+ &) 500} =T - 4B, (9 =

TL-2)27722/zx¥2) , () =

: (41)
_ a 53 (-1” x Y5+t _
=FU-9HmxY rtn () =
v=0
= r(1—g)%zom(—xz)v if o =2mm=123,...
Observe que haciendo a =0 en (38), se obtiene la propiedad (33).
EL PRODUCTO DE CONVOLUCION B, (x) * B ,(X).
Tomando en cuenta la formula (21) y usando el teorema clasico de L. Schwartz
([5], pagina 268, formula (7, 8, 5), se tiene la siguiente formula
F{B_£(x) *B_s ()} =F{B-2()}F{B_2(X)} w2
donde el simbolo = significa convolucién. De (40) y usando (15), se tiene,
F{B.2(x) *B_p(x)} =
_a _B
_ AyH.? (1Ay?.2 _
ra-9 " ra-4
_ a7 ra-el _
ra-£-£)" ra-¢yra-£)
L e CIO)
ra-ora-4) - ez
(43)
De (43), se obtiene la siguiente propiedad
r-«-%
B, (x)*B ,(x)= 2 2B L (%) (44)
ST TA-9ra-p)
42
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En particular, haciendo B = —2k,k = 0,1,2,... setiene

r-2+k)
rd-9)ra+k)

B, (x)*B ()= B ().

De (45) y considerando la propiedad (39), se tiene,

U fopop="0E

B0 g r-2)ki

Bf%+k ().

De (46), se tiene la siguiente propiedad,

B 00 (1+ ;ﬂx j B (0)- F(rl(‘l_*)k) B, (0

Observe que usando las formulas (32) y (33) y haciendo « =2k, k =1,2,3,... en (47), se tiene la
propiedad
2

k (L 7Y .
e 0)-[1s 3 e )0

Por tanto de (48) se concluye que

B, =B, (=Y, VX
T T T L2 in(—k + 1+ )

es solucién homogénea del operador
d 2

dx?

L=1+

iterado k — veces. En particularsi k = 1 , B_;(x) es solucion homogénea del operador

_ d?
L=1+-%" donde

.00 X A ) 0w

>0 2% I(j+3) 2

Por tanto de (48), (50) y (51) se concluye que existe una funcion y = y(x) = B_1(x) tal que

2

d
e y(X) =—-y(x)
donde

R O P e L BN
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LA FAMILIA DE FUNCIONES DISTRIBUCIONALES M _ (X).

Sea M , =M ,(X) lafamilia de funciones distribucionales definida por

M _a = M _a (X) =a_, B,g (X) (54)
donde
a,=I- %) (55)

y B . (X) esdefinida por (1). Observe que usando (33), se tiene
M, = 5(X). (56)

Por otra parte, usando la propiedad (44), se tiene la siguiente propiedad:

M_,*M ,=M_, paratodocy 3. (57)

N

En particular haciendo B = —a en (57) y usando (56), se tiene,

(M_, *M,)() =M, () = 5(3). (58)

Por otra parte de (54) y usando (47), se tiene la siguiente propiedad

t-5+4) _
=Lk B Wj=a, L (0 -

(59)
r(1-%+k) _
~ % ey 'M—%(a—Zk)a—%(a—Zk) = M—%+k'
En particular haciendo « = 2k en (59), se tiene,
LM f=M,. (60)
Ahora tomando en cuenta las férmulas (34), la formula (60) puede expresarse en la siguiente forma
k
dZ
k
=[] =000, o
La propiedad (61), significa que
E () =M_ (%) (62)
es solucién elemental del operador L — <1+ :7) iterado k- veces, donde
(D)'T(k+ J) oo
M, (x)=> 2" 5CD(x), 63
=X x) (63)
44
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Observe que haciendo o = —2k, 8 = 2k en (57) tenemos

(M, *M_ J0X) = Mo (x) = 5(X)
y usando (27) y la férmula
I'(z) (-)"T(-z+h+1)
r(z-h)  TI@-2)
M , (X) ,puede ser expresada en la siguiente forma

para h=1, 2,... ([3], pagina 3)

NI

_ S LEH) s
MZ(X)—ﬁ(X)+jZ_1:( 1. j'r(%) 0 (x)

y haciendo « = 2k, k = 1,2,... en (66) se tiene

ML =ML 00 =800+ X0 D 000,

Finalmente de (52) y (53), observe que la validez de la siguiente formula
d? 2] X : X
— 12 21 3.0 =7 2] I .(X).
oc| Hlz) 2) S+
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