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RESUMEN

Sea r* la funcional definida por (9), donde A es un nimero complejo. Usando la transformada de
Fourier, en este articulo se obtienen soluciones elementales del operador Laplaciano A iterado m veces
definido por (67). En (61), se obtiene soluciones elementales de la ecuacion

A" {U(X e X b= T (X0 X,) 1)
para n impar y n par bajo la condicion n<%. Para el caso n pary n>7%, de (62), se obtienen
soluciones elementales de la ecuacion (1). En particular si n=3,m=1, de (68) u=u(X, X, X,) satisface
la ecuacidn de Poisson.

AU(X; X, X5) = (% X, X3)- (2
Palabras claves: Distribuciones; soluciones elementales; funciones generalizadas; convolucién.

ABSTRACT
Let r* be the functional defined by (9), where A is a complex number. Using the Fourier transform, in

this article we obtain the elementary solutions of Laplacian operator A iterated m times defined by (66).
From (60), we obtain the elementary solutions of the equation

A" {U(Xe X, b= (XX, 1)
for n odd and n even under condition n< 7. For the case n evenand n="7, from (62), we obtain the
elementary solution of the equation (1). In particular, if n=3,m=1, from (68) Uu=u(XX,X;)

satisfies Poisson’s equation

AU(XL Xz,Xs) =f (Xl, X2,X3)- (2)
Keywords: Distributions; elementary solutions; generalized functions; convolution.
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INTRODUCCION

Sea
P(D)U = f (x,,...X,,) (3)

cualquier ecuacion diferencial con coeficientes constantes y sea f una funcién generalizada o
distribucion. Una distribucion E es llamada solucion elemental o solucion fundamental para el operador

diferencial P(D) con coeficientes constantes si vale que
P(D)E=6 (4)

donde o es la delta de Dirac o medida de Dirac en el origen. Cuando una solucién elemental se conoce,
entonces una solucién de (3) puede escribirse como la convolucién

U="f=x*E. (5)
donde con el simbolo * se indica la operacién de convolucidn. Es decir
P(D)U =P(D)(f *E)=f *P(D)E=f*o=f (6)

donde el producto de convolucién de dos distribuciones es dedinido por
T *s,¢>=<Tx,<sy,¢(x+ y)>>. @)

La existencia de la solucién U dependera de las condiciones impuestas a f y a E, lo cual se sabe que
basta que una de ellas sea a soporte compacto para exista el producto de convolucién f * E. Se sabe que
si tenemos una aplicacion lineal:

F:Cy(R")Y>C”(R") (8)

que conmuta con la traslacion y es continua en el sentido de que F(¢;) —0 en C*(R") si ¢; —0 en
Cy (R™) entonces existe una y sélo una distribucion T tal que F(p)=T*¢p, Vo eC,(R") ([5],
paginas 15-16). Donde C,(R") es el conjunto de funciones de R" a C (nGmeros complejos)

infinitamente diferenciables con soporte compacto y C”(R") es el conjunto de funciones de R" a C
(nameros complejos) infinitamente diferenciables.

Por otra parte, sea X =(X,,...X,) un punto en el espacio Euclideano n— dimensional R" y sea r’ la
funcional definido por

ro)=[, re(x)dx ©)
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([1], pagina 71), donde A es un nimero complejo, dx=dxdx,...dx , la funcion @(X) pertenece a
Cy (R™) y r esdefinido por

2
r2=X"=x +..+x} (10)
La funcional r* . pagi

([1], paginas 72-73) tiene polos simples en los puntos A=-n—-2],]=0,12,.. yel
residuo viene dado por la siguiente férmula

Res <rl,go>: QI3

277
A=-n-2j ZZJJII‘M< J5’¢> —< 15,(P>

11
2 i+ ) "
([2], pagina 792), donde A’ es el operador Laplaciano iterado j veces definido por
. n 82 j
AN = — . 12
(ng (12)
Por otra parte la transformada de Fourier de r* esta dada por la siguiente férmula
Z/Hr]ﬂ'%l—‘(;‘%n) —A-n
F{r }(Y)_ o€ X="cn P =
(2 )2 2
(13)
2) n zr(/wrn)
= W(yl Tt yn)
([1], pagina 194).

SOLUCIONES ELEMENTALES DE LA ECUACION A™{u} = f(Xy,...Xn)

Sea A" el operador definido por (12), vamos a estudiar soluciones elementales de la ecuacion

A™{ut= f (X, X,).

(14)
Sabemos que E es solucion elemental de (14) si
AME}=6(X). (15)
Aplicando la transformada de Fourier en (15), se tiene

FlaM{El = Flowo}=1 (16)
por lo tanto

FEI=(D"p™" (17)
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donde
P’ =(y2+..+y?) (18)

Ahora vamos a estudiar soluciones elementales E de la ecuacion (15).

De (13), se tiene
A-n _ ['(-%) E r/l}.

B % A+n A+n (19)
227 T(4R)

o,
Podemos observar que las singularidades de r* ocurren en los puntos A =-n—2s,5=0,1,2,... y las de
p " enlos puntos 1 =2s,5=0,1,2,...

Para A=2m-7 , vamos a investigar las soluciones elementales E teniendo en cuenta estos puntos

singulares de r* y de P~ através de la ecuacion

E=F{-)"p™} (20)
Caso 1: n impar
1.1.m<?". Enestecaso m=-1-mm=0L12.., r*y p*" sonregularesen A=m-12, por
tanto de (19) y (20), se tiene
-D)"T(—m
El =E= F_l{(_l)_mp_zm}: ( n) (2 ) p2m-n 1)
222" T(m)
Es claro que E definida por (21) verifica la propiedad (15). En efecto, usando la formulas
AT =252 +1)..(4 + k).
(t+2)..(4+ 2+ k -Dr*([] pagina 73) 22)
y
l"(’24+m+1) , .
= (4 +1)...(2 +m)([4] paginas3 - 4)
se tiene
Amrﬂ+2m —
22" (£+1)..(2+m).(A+D)((A+2+D)..(A+ 2+ m-Dr* (23)
m [(4+m+1) n n n
=2 N2+ 34D (A g +m-D] [+ ]
49
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Haciendo A =-7 en(23)y usando (11)se tiene
AMfezmrt=2on fim o e o3 (m-1)]
A>3

2
n r5+1)

.{Iim (l;”)ri}z (24)
A5

o F(m—%ﬁ-l)(m—l)!ei%
B r-5)r() o(%).

De (21), (24) y usando la férmula

VA

rora-z)= sin(z2)

(25)

([4], pagina 3-4) se obtiene
AME}=5(x). (26)

Por lo tanto E definida por (21) para el caso n impar es solucion elemental de la ecuacién (14).

n

12. n impar, m>J. En este caso tanto r‘y p"l‘ son regularesen A =m-—
solucion elementa E es la misma definida por (21). Asi se tiene

2, por lo tanto la

_ (_1)m1—~(%_m) r.2m—n'

E,=E=F}{-1)"p"|="" (27)
722°"T(m)
Por tanto de (27) y usando (26) se tiene
A"{E,} = A"{E}=5(x) (28)
si N esimpary m> 7.
Podemos observar de (21) y (27) que la funcion gama evaluada en los puntos 7 —m,
r(g “m) (29)

estd fuera de sus singularidades dado que n es impar y las singularidades de la funcion gama I'(z)
ocurren en los puntos z=0,-1-2-3...

Caso2: n par

n

21. n pary m<3. Eneste caso r'y p‘i‘ son regularesen A =m—2, ademas la funcion gama

2
definida en (29) esta fuera de sus singularidades dado que m—25 >0, por lo tanto la solucion elemental
50
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E esla misma definida por (21). Asi se tiene
_ (_1)m r(% - m) r2m—n

E,=E=F{-)mp?}="" , (30)
2 H2m
722" T'(m)
y usando (26) se tiene
A"E; =6(X). (31)
es solucion elemental del operador A™ definido (7) bajo las condiciones n pary m< 3.
Podemos observar de (26), (28) y (31) que
1" (h- _
El:E:(D) F(z m)er n.
7222 (m)
(32)
sinesimparym< 3,
E2 — E — (_]ﬂ-) F(E—m) r2m—n
722%™ (m)
(33)
sinesimparym> %
y
E3 — E — (_Jﬂ-) F(j_m) r2m—n
7222 (m)
(34)
sinesparym<3
para m=1,2,3,... son soluciones elementales de la ecuacion
A UKy X ) = T (X X,). (35)

Por otra parte es claro que usando (26), si U(X,,...X,) = E(X,...X,) es una solucién elemental de A"
entonces la solucién de (14) esta dada por la siguiente férmula

u=u(x,...x,) = f(x,..x,)*E (36)

para f(X,,...X,) funcién generalizada con soporte compacto , donde el simbolo * significa convolucion.

22.npary m>3. Eneste caso m=3,5+15+2,... , p " tiene polos simplesen A =2m—-n vy
r* esregularen 1 =2m-n. Los valores de la funcional p*" en 1 =2m-n la cual se podria llamar
p°™ eselvaloren 2=2m-n de la parte regular del desarrollo en serie de Laurent de p*™" en el

punto A =—(n—2m), a saber
7" = lim 9t +n—2myp ] 37)

A—>—(n-2m) OA

Sabemos que la funcién generalizada p 2™ noesel valorde p* " en 1 =—(n—2m) ,p* " tiene
polos simples en A =—(n—2m), para n par y m=21. Sin embargo, la funcién p‘zm s en cierto
51
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sentido la regularizacion de la funcion ordinaria o 2™ La expresion (37) la llamaremos parte finita de

p"l“" en A =—(N—2m), y se indicara en forma abreviada P.f. Tomando en cuenta que m> Z,n
para, de (37), se tiene
oM = p.f p=lim  Z[prn+2j)p’] (38)
}/:—Zm ﬁi_n_. aﬂ
= )]
para m=5+j,j=0,12,..
De(37) y usando(17) se tiene
p—Zm —
p.f p’ =
—2m
—lim 2l+n+2i)p’]
B=-3-1)
5l B+n\n2p F{ /‘"} _
V4 “mﬂz,,n,z, % (ﬂ+n+21)[l“( 2 ) }_
-1
: (- ) B+n\n2p3 -p-nl|
Ilmﬂ%nzj{(r( iy [(,B+ n+2 )2 F{r }]
+n B-n 1"\(*é)
Sleenv2premar el | L en =4
H p+n 2p8 -p-n
"m,ﬁ_n_zj{m o o [(B+n+2)rEm] e+
+ ity (B+n+ 205027 In2 Fir s+
(39)
H p+n —pB-n
+ (r(fg)) [(ﬂ +n+ 20527 F {r p }In r(—1)]+
(/3+n+j)l"(/32ﬂ)22ﬁF{(GiiO)_ﬁ_%} F)
%) “(r-5)
Ahora tomando en cuenta que
52
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slpene2prepl=im - e+ pro)-

lim
p—o>-n-2] _
=P L@ =5y () = Cv =g+
7=—] 2/
lim [(B+n+2)T(B+D)]=2lim [z+ )I(2)]=
ﬁe—n—Zj Z:—j
=2ResI(z) = (‘jl!)j = Zg;l_)z)? ,
z=—] 27"
Donde
I (2)
w(z) =
T'(2))
([4], pagina 4). De (39), se obtiene
prl =

2" 2 {F {r "3 }+ 2In2F {r " }

T T(m)(m-3)!

- F{rm_% In r}+ F{rm_%}yx(m)}

De (20) y (43), se obtiene la siguiente formula

E,=E=F{-)"p"}= F*{(—l)‘m p.f p}

0" D222 4 n2 -y (m))r™E -

3 Tlom-3):

m-n

N P S
e Inr=

n
72

A, r 2 +B, " Inr

Donde

_()" (T .
Anns = T Ty gy &I Y (M)
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B :_(—1)"‘_(—1)”‘72—%. )
77 L(m)(m-13)!

Es claro que E, = E definida por (44) verifica la propiedad (15). En efecto, usando las formulas (22) y
(23) se tiene

) ) . r(Zaemyrt #
Am{er n}:“m Amrl+2m:22m(m—1)!|lm % =
A—>-n A—>-n FGrED)

Res r*

=2 (m-Dim  Erm T (47)
A

T(4+1) “lim z T(3)

_2"(mr(m-l41) 5
r(-3+1) (%)

o(x)=0
para n pary m= 7. por tanto, de (44) y usando (47) se tiene

A"E}=B, A" {r?™ " Hinr, (48)

m,n,q

Para investigar que A"{E} es solucion elemental, hacemos el desarrollo en serie de Taylor de r”***

alrededor del punto A=-n para k=m. Por otra parte en un entorno del punto singular
A=-n-25,5=0,12,... se puede escribir

C 0
rr=——2 _4+C,+> C, (A+n+2s)" 49
A+n+2s  ° Z:;‘ 2 ) (49)
([1], pégina 195), donde
C,=Res r* (50)
A=—n-2s,5=0,1,2,...
y
C, =lim i(/‘t+n+25)ri (51)

A—>—-n-2s,5=0,1,2,...

El término C, de acuerdo con (38) se le llama parte finita de r*en A=-n-2s.

El desarrollo en serie de Taylor de r***™ alrededor de 1 = — 7, estadado por
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rA2 =™ (P2 nr) (A + 0) +

(52)
+(r™ "IN r)(A+0)% +...
Por otra parte, usando la formula (22) y considerando la propiedad
r(A+5+1
(A+ )= (Ar3+]) (53)
2" (A+D).(A+53-Dr(1+1)
para n par, se tiene
AP {rmzm }:
22" (4 +0). (3 + MG + 5+ D5+ 3+ m =D+ D=
(54)
=2 G+ DG (G + 5D+ =D+ P =
M r(Gaem) (A G tem ) (2 r [ aen)
- 2T ((£+2+1)) )
De (52) y usando (47), se tiene
A A2 L AT {20 L AT IR 4 ) +
+Am{r2"“”ln2r}(l+n)2+...: (59)

=A" {rzm’” In r}(/l +n)+A" {rzm’” In? r}(ﬂ +Nn)° +...
Ahora comparando los coeficientes de (A + 5) en ambos lados de las ecuaciones (55) y (54), se tiene
A" {rzm’” Inr}=

22 (artem) (211 G Demey) (G40 r [ 2m) _

=lim

A 2 ((4+0+1))
_ (56)
= 12°T(m - 3+ DM - DI (G ~Dtlim liz+r]=
= 122" T(m-2+1).(m-1)I(-1) (2 -1)1iRes  r”.
A=—n
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De (56) y usando (50), se tiene

A™{E2m Inr b= 1,22 T (m = 24+ 1).(m—1)I(-1)* (- 1)L, §() 5(x)
(57)
122" P(m—2+1).(m—-1)(-1)* " 725(X).
De (48), usando (47) y (57), se obtiene
AME}=5(x). (58)
Por tanto de (44), usando (47) y (58), se obtiene
E=E,=B,, r""Inr
(59)
sinesparymz21J.
es solucion elemental de la ecuacion (35), donde
Bon, =— (_1?m : (D" 2 : (60)
. 7z T(m)(m-3)!
Observe que de (47) r*™™" es solucién homogénea de la ecuacion (14)si n espary m> o
En conclusion tenemos que
E:E1:E2=E3=mr2m‘” (61)

7222 (m)

es solucion elemental del operador A laplaciano iterado m bajo las siguientes condiciones: para n
impar ya sea tanto para N <3 como para N> J; también vale la solucion (61) para el caso n par pero

bajo la condicion n< 7. Ademas

E=E,=A,f " :+B,,r"Inr (62)

E:

n=

es solucion elemental si N espary 2

Podemos indicar que el estudio de soluciones elementales del operador laplaciano iterado m veces
aparece en ([1], paginas 201-202) y en las soluciones elementales que se presentan no se explicitan los
valores de las constantes dadas, en nuestros estudios las formulas (32), (33), (34) y (62) son expresadas
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indicando los valores de los coeficientes en cada expresién de dichas constantes.

Sabemos de (2) y (4) que cuando se conoce una solucion elemental de
AuCx, %) f= F 0 %,) (63)
la solucién de la ecuacion(62) viene dada por la fémula:

u(xl,...xn) = f (Xl,‘..Xn) * E(Xl,...xn) (64)

para f(x, X,) funcion generalizada con soporte compacto, donde el simbolo * significa convolucion y
E es definida por (61) y(62).

EJEMPLOS
Si n=3, de (64),usando (21) se tiene

(_1)m F(% - m) r2m—3

U(Xy X5 Xg) = T (X, X5 Xg) * E(X, X, Xg) = f #=—
222" T(m)

(65)

es la solucion de la ecuacion
A% X, %)= T (%, X, %) (66)
Donde
3. 52 m
A" = — 67
(Z o (67)
paratodo m=>1.

Si m=1, setiene

“DI(é-1) DL
U(X1'X2'X3)=f*( 3) (2 )I’1=f*( )3(2)

=~

72221 (1) 724
— 2z f(&,6:.5) dedé&d _ 68
ans Je 261 ) (&%, )25 )2 c1dez0ss (68)

f(455) d&dé,dg,

—-_1
4r .[R3 %/(517)(1‘)2+(§27X2')2+(§37X3‘)2

satisface la ecuacion
AU(Xl, X2'X3) =f (Xl, X2’X3). (69)
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A la funcién u(x, X, X;) se le conoce como el potencial gravitacional de una distribucion de densidad de

masa continua a trozos y satisface la clasica ecuacion de Poisson, por tanto la solucién elemental

encontrada en (21) permite generalizar la clasica férmula de Poisson.
Si n=2 y m=1 de (44, 45y 46) se tiene

E, = Ar° +B,r’Inr = ()7 222y (1) + 2In2]+ |- 22 (-1)2 2 |inr =

=—L[2y@)+2In2]+ LInr =Constante + L Inr

es solucion elemental de la ecuacién

2 62
{Z axzju(xl,xz,) = (% X))

i=1 i

Podemos observar de (58),(70) y (71) que paraelcaso n=2,m=1,

i AE, =5:>A(21Inr)=5:>AInr=27z5:> Aty = 276,
T r

La formula

A = —275
r

coincide con la férmula (11, 3, 14) dada por Laurent Schwartz en ([6], pagina 46) y([1], pagina 29)

Si n espary n>2 para m=1, de (29) se tiene

e _(CrG-D o

72 2°T(1)
llamando
Q - 27
['(%)

area de la esfera unitaria, la formula (74) se puede expresar como
E, =—(Q,(n-2)*)r>™,

por tanto de (76) y usando (31) se tiene

A{rl} - (@, (n-2))5(x)
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para n>2. Laférmula (79) aparece en ([1],pagina 29).

Existen varios métodos para encontrar soluciones elementales:

1) Utilizando la definicion de soluciones elementales,

2) Método de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales o de ecuaciones integrales y

3) Método de la transformada de Fourier o de la Laplace. En nuestro estudio hemos elegido el camino de
la transformada de Fourier.

Podemos indicar que el estudio de soluciones elementales del operador laplaciano iterado m veces
aparece en ([1], paginas 201-202) y en las soluciones elementales que se presentan no se explicitan los
valores de las constantes dadas, en nuestros estudio las formulas (32), (33), (34) y (62) son expresadas
indicando los valores de los coeficientes en cada expresién de dichas constantes.
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