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SOLUCIÓN DIRECTA DE LA CONGRUENCIA CUADRÁTICA x2 ≡ ±p(mód pq) 
CON p Y q PRIMOS.

A DIRECT SOLUTION OF THE QUADRATIC CONGRUENCE x2 ≡ ±p(mód pq) WITH p 
AND q PRIMES.

Orlando Antonio Ruiz Álvarez1.

RESUMEN
En esta investigación, se propone un procedimiento sencillo para determinar las soluciones 

de la congruencia cuadrática de módulo compuesto x2 ≡ ±p(mod pq), donde p y q son primos 
distintos. En el caso de que q ≡ 3(mód 4) se da una fórmula explicita para las soluciones de la 
congruencia. Además, se presenta una ilustración del procedimiento a través de ejemplos.

PALABRAS CLAVE: CONGRUENCIAS CUADRÁTICAS, MÓDULO COMPUESTO, TEORÍA DE 
NÚMEROS.

ABSTRACT
TIn this investigation, a simple procedure is proposed to determine the solutions of the 

quadratic congruence of composite modulus x2 ≡±p(mod pq), donde p y q are different primes. 
In the case that q ≡ 3(mód 4) an explicit formula is given for the solutions of the congruence. In 
addition, an illustration of the procedure is presented through of examples..
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INTRODUCCIÓN
En secundaria se nos enseña a resolver ecuaciones cuadráticas con una incógnita, es decir, 

ecuaciones de la forma a2 y2+a1 y+a0= 0, a2≠0 tanto en los números enteros como en los 
reales. Sin embargo, en cursos avanzados de Matemáticas se resuelven ecuaciones semejantes a 
las que se les denomina congruencias cuadráticas y son de la forma: a2 y2+a1y+a0≡0 (mód m), 
a2≠0 y m ∈ Z+. Luego de realizar algunas manipulaciones algebraicas y considerando m=p primo 
en  a2 y2+a1y+a0≡0 (mód m), la congruencia general se reduce a x2≡a (mód p), donde x=2a2 
y+a1 y a=a1

2-4a2a0. Existen varios trabajos dedicados a proponer algoritmos para encontrar las 
soluciones de una ecuación cuadrática módulo primo tales como: Alberto Tonelli (1981), Michele 
Cipolla (1987), Henry Pocklington (1917), Elwin Berlekamp (1970), Bikashchandra Roy (2018), 
entre otros. Para el caso de que los módulos no sean primos, es decir, el entero p sea un número 
compuesto, los estudios se basan en casos particulares como, por ejemplo, Kurt Hensel (1897) y 
más recientemente p=2rs en B. M Roy (2018)..

EGeneralmente el problema de resolver una congruencia cuadrática módulo un número 
compuesto se reduce a resolver congruencias módulo potencias de primos. Es por ello que en 
este artículo se propone un procedimiento sencillo para obtener las soluciones de la congruencia 
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cuadrática x2≡±p (mód pq), con p y q primos distintos, en el cual también se justifican cada una de 
sus propiedades a través de distintas herramientas de la teoría de números, tales como el símbolo de 
Legendre y el Pequeño Teorema de Fermat.

METODOLOGÍA
Dado lo apremiante del tema y la naturaleza de la composición de la comunidad universitaria 

de la FAREM-Matagalpa, se decidió hacer un estudio de la percepción del efecto de la pandemia 
en los miembros de la comunidad universitaria compuesta por estudiantes, docentes y personal 
administrativo. Para tal efecto se diseñó un cuestionario en el que se caracterizó a los encuestados 
desde el punto de vista de su afiliación con la universidad, las medidas preventivas tomadas por 
dichos miembros para prevenir el contagio del Covid-19, y del efecto que la pandemia había tenido 
en ellos desde su inicio al momento de la encuesta. El efecto se dividió en físico (contagiado / no 
contagiado), síntomas de la enfermedad y sus secuelas y el efecto multidimensional en el entorno del 
encuestado. 

Para efecto de cumplir los requisitos estadísticos se estimó una muestra pirobalística de la 
población de aproximadamente 5,000 estudiantes, 220 docentes entre horarios y permanentes y 80 
miembros de personal administrativo. Esto resultó en una muestra de 170 y se garantizó de que la 
información fuera recolectada aleatoriamente para garantizar la representatividad de los resultados. 
La información fue recolectada durante los meses de septiembre y octubre del 2021. Los datos 
fueron procesados en el software R y el análisis se centra en la descripción de la información obtenida 
con algunas extensiones de las implicaciones que dichos resultados indican.

DESARROLLO
Si bien es cierto que el Teorema Chino del Resto (TCR) es una herramienta que se puede usar 

para determinar las soluciones de la congruencia cuadrática x2≡±p (mód pq), tiene la desventaja de 
recurrir a solución de un sistema de congruencias lineales, lo cual es muy tedioso y se lleva mucho 
tiempo Arrufat (2012). En este artículo, resolvemos la congruencia x2≡±p (mód pq),  considerando 
una solución de la forma x ≡ pt±p (mód pq), dicha estrategia aún no ha sido considerado en la 
literatura de Teoría de números. 

A continuación, se presenta el resultado principal del artículo:

Proposición

Considere la congruencia:

con p,q primos.

 i) Posee solución si y sólo sí ±p es resto cuadrático módulo q (con p y q primos distintos).

 ii) x≡±y0 p (mód pq) es solución de ①, donde y0 una solución de la congruencia y2≡±pq-2 
(mód q).
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 iii)  es solución de ① si q≡3 (mód 4).

Demostración. Supongamos que p,q∈Z+ son primos distintos y consideremos la ecuación ①.

i).Es bien conocido que si el símbolo de Legendre tiene resultado 1, entonces la congruencia 
cuadrática tiene solución. Dado que:

 si ±p es resto cuadrático módulo q.

Entonces, la ecuación ① posee solución si y sólo sí ±p es resto cuadrático módulo q. Además, 
, si  por el Teorema de Lagrange (Koshy (2007)) la congruencia ① tiene  

 
exactamente dos soluciones.

ii). Asumamos que la solución de la ecuación ① tiene la forma:

x≡pt±p(mód pq)     ②,

donde, la elección del signo + o - depende del signo de p. 

Sustituyendo en ①, se obtiene:

Por el Pequeño Teorema de Fermat, al multiplicar por el inverso multiplicativo de p(mód q)  
obtenemos.

(t±1)2≡±pq-2  (mód q).

Si hacemos y=t±1, entonces (t±1)2≡±pq-2  (mód q) se convierte en 

y2≡±pq-2  (mód q)

Dado que , por Koshy (2007) se tiene que lo que indica que 
±pq-2   es un resto cuadrático módulo q.

Luego, si y0 es una solución de y2 ≡ ±pq-2  (mód q), entonces
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t±1≡y_0  (mód q)          

t≡y0∓1(mód q)

Sustituyendo en ②, 

x≡p(y0∓1)±p (mód pq)

x≡py0  (mód pq)    ③

Además, como x≡py0  (mód pq)  es una solución de la congruencia ①, entonces la otra solución 
es:

x≡pq - py0  (mód pq) ≡ -py0  (mód pq).

iii).  Pockington (1917) demuestra que cuando q sea un primo de la forma q≡3 (mód 4), las 

soluciones de  x2≡a(mód q) son   . Por lo tanto, las soluciones de 

y2≡±pq-2  (mód q)

están dadas por:

o bien, .

Por ③, podemos concluir que las soluciones de la ecuación ①, está dada por: 

la cual se puede reescribir de la siguiente manera:
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Ilustración de la propuesta 

Ejemplo 1

Resolver la congruencia cuadrática x2 ≡ 479(mód 192 079).

Resolución

Dado que 192 079=401∙479 y x2≡479 (mód 192 079), entonces p=479, q=401. Además, 

de lo cual concluimos que la ecuación de congruencia dada posee soluciones. 

En este caso la ecuación auxiliar, y2≡±pq-2  (mód q), que obtenemos es:

y2≡479401-2 (mód 401),

y2≡78-1 (mód 401),       

o bien,

y2 ≡ 36(mód 401)

Notemos que una solución de esta última congruencia es:

y0 ≡ 6(mód 401).

Por lo tanto, las soluciones de  x2≡479 (mód 192 079),son

x≡±(479)(6)  (mód 192 079),

x≡±2874 (mód 192 079).

Ejemplo 2

Resolver la congruencia cuadrática x2 ≡ -13 (mód 377).

Resolución

Dado que 377=13∙29 y x2≡-13 (mód 377), entonces p=13, q=29. Además, 
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de lo cual concluimos que la ecuación de congruencia dada posee soluciones.

En este caso la ecuación auxiliar, y2≡±pq-2  (mód q), que obtenemos es:

y2≡-1329-2 (mód 29),

y2≡7827 (mód 29),       

o bien,

y2 ≡ 20(mód 29)

Notemos que una solución de esta última congruencia es:

y0 ≡ 7(mód 29).

Por lo tanto, las soluciones de  x2 ≡ -13 (mód 377) ,son

x ≡ ±7∙13 (mód 13∙22),

x ≡ ±91 (mód 377).

Ejemplo 3

Resolver la congruencia cuadrática x2≡5(mód 95),

Resolución

Dado que 95=5∙19, entonces

Como , se concluye que la ecuación de congruencia dada posee soluciones.

Haciendo p=5,q=19, se procede a calcular sus soluciones considerando iii) ya que 19≡ 3(mód 4):
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CONCLUSIONES
Hemos formulado y verificado mediante tres ejemplos analíticos un nuevo proceso para calcular 

la solución de la congruencia x2≡±p (mód pq) con p,q primos distintos  y demostramos que además 
de que posee dos soluciones, lleva menos tiempo que el uso de TCR. Consideramos que al utilizar 
esta fórmula estándar se presenta otro proceso distinto al conocido TCR y, por tanto, podría ser 
presentada con fines didácticos para su comparación en conjunto con el aula de clases. .
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