Progiedades topolégicas del Conjunto de Canies

RESUMEN

| Matemético Aleman Georg Ferdinand
Ludwing Philipp Georg F. Cantor (1845-
1918) se debe la idea del "infinito continuo”,
es decir, la posibilidad de considerar
conjuntos infinitos dados simultaneamente. Se le
considera el creador de la teoria de los numeros
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INTRODUCCION

El trabajo "PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL
CONJUNTO DE CANTOR" contiene  todas las
demostraciones necesarias para llegar a la

construccion analitica, las propledades métricas, y asi
como bién las prop polégicas de este
conjunto. Aqui sélo se realiza la construccion
geométrica y se define la construccién analitica del
conjunto de Cantor, pero si se quiere obtener mas
informacion la pueden encontrar en el informe.

irracionales y de los conj . Fue un a
aleman, inventor con Dedekind de la I d TEORIA

La Topologia es una rama importante de las

CONJUNTISTA, que es la base de las atica

aticas que estudia aquellas propiedades de los

4ox

étricos que tienen que ver con la
qn

modernas. Gracias a su d inada teoria
axiomética de conjuntos, fue el primero capaz de
!ovmahzar la noclon de infinito, bajo la forma de
(cardinales y ordinales). También

adelanto el estudio de las series trigonométricas, fue
el primero en probar la no numerabilidad de los
nimeros reales, e hizo contribuciones significantes a
la teorfa de la dimensién. En el presente informe se
expondré un poco del Conjunto de Cantor, el cual
puede pensarse como el intermedio entre el punto y
la recta: es un conjunto con muchos agujeros, de
longitud nula, tiene tantos puntos como R, es auto
semejante (es decir, cada una de sus partes,
observada con un lente de aumento adecuado,
reproduce en cierto sentido el conjunto total). Se
trata de un conjunto de probada utilidad en
topologia, en sistemas dinamicos, en *eoria de la
medida, en dlgebra (fracciones continuas) y es una
fuente continua de contraejemplos Este conjunto es
una curiosidad r 3, una en

el sentido usual, es decir que contradice una intuicién
universal relativa a tamafio de objetos geométricos.
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"proximid, o la "posicion relativa” entre puntos.
Podriamos referiros también a la Topologia como una
"geometria cualitativa®, en la que se dejan a un lado
nociones cuantitativas (propias de la g ria clasica)
tales como longitud, angulo, area, volumen, etc. Se
centra mds bien en cuestiones cualitativas como, por
ejemplo, la existencia de “agujeros” (la palabra
topolégica que define este concepto intuitivo es
"género”), de borde, o el nimero de componentes
conexas. Se considera a Leonhard Euler como el
pionero de la Topologia, al resolver el famoso
"problema de los puentes de Kénigsberg”, y quien se
refirié a éste como un problema de * geometriam situs"
0 geometria de posicion. En el siglo XX se ha utilizado
también el nombre "Analisis situs” o analisis de posicion
para referirse a la geometria de las superficies. Muchos
destacan el articulo de Henri Poincaré “Analisis Situs”
de 1895, como el primer estudio sistematico de la
Topologia, y donde se empiezan a tratar con rigor los
conceptos topoldgicos. En el siglo XX se ha utilizado
también el nombre "Analisis situs" o anélisis de posicion
para referirse a la geometria de las superficies. »
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Muchos destacan el articulo de Henri Poincaré "Analisis
Situs" de 1895, como el primer estudio sistematico de la
Topologia, y donde se empieza a tratar con rigor los
conceptos topolégicos.

DESARROLLO

La construccién geométrica del "Conjunto de Cantor”
es la siguiente:

Dado el intervalo [0, 1), dividimos dicho intervalo en
tres partes iguales y consideramos los intervalos

cerrados de los extremos [ %] H%J [%’}

El primer paso para la construccién del conjunto de
Cantor consiste en quitar el subintervalo abierto
intermedio, es decir quitamos (1/3; 2/3). Sea el
conjunto C; la unién de los intervalos restantes, o sea

C= ["ﬂ u [;IJ

El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a
cada uno de los intervalos que componen a Cy.En otras
palabras, a cada intervalo que compone a C1 lo

Es decir a C; le quitamos los intervalos
[ii y L’EJ. (Z,2).
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Este proceso se sigue indefinidamente. Es decir para
obtener a C; se dividen entre tres partes todos los
intervalos que componen a C; y se quitan los
Intermedios.

Esto se puede ilustrar de la siguiente manera:
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se puede observar que el conjunto de

dividimos en tres partes iguales andose los
ol] 3) [23) [e7
siguientes subintervalos: |“o|, '9'9), |979/, lE'EJ,
18) [8
[9'5J ’ [EIJ
Quitamos ahora los subintervalos abiertos intermedios

12
es decir a ; le quitamos los intervalos abiertos (9 '9] y
53)
9'9). Sea C, el conjunto que nos queda, o sea

C= [ll.:;J. [;:]' [;;]“

Repetimos el proceso, es decir, a cada uno de los
intervalos que componen a C2 (que tienen longitud de
1/9) lo dividimos en tres partes iguales y quitamos los
tercios medios. Con esto obtenemos el tercer paso de la
construccién. Este tercer paso de la construccién,
consiste en el conjunto:

Cantor, se define como la interseccion de todos los
conjuntos Cy, Es decir:

C=n{C,:meN}e N

El problema con esta construccion es que Cp.y
depende de C,,. Entonces, si no hemos construido a
Cr no sabemos quién es Cy,.,. Es por esa razén, que
a partir de este momento, se encontré una formula
explicita para los C,,.

CONSTRUCCION ~ ANALITICA DEL
CONJUNTO DE CANTOR

A continuacién solo se define la construccién
analitica del conjunto de Cantor: La forma analitica

paracadaB, con meN es: B
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Se demuestra que es equivalente a la construccién
geométrica, ademas de las pruebas formales de las
propiedades basicas que se mencionan en la mayoria de
los libros y las propiedades topolégicas principales de
este conjunto.

CONCLUSIONES

- Ces un conjunto cerrado y no vacio, luego compacto.

- La suma de las longitudes de todos los intervalos
abiertos eliminados en el proceso de construccién de C
eslalongitud del [0,1],esigual a 1.En ese sentido, C es
un conjunto pequeno.

- C no posee puntos aislados mas aun, C9=C,es decir
es un conjunto perfecto.

- C posee dos tipos de puntos: Los puntos de primera
especie son los extremos de los intervalos abiertos
eliminados durante el proceso de construccién. Se trata
de una cantidad contable de puntos que son densos en
el resto, son los puntos de segunda especie y es una
familia no contable de puntos.

- C es totalmente disconexo.

- Ces no numerable.

- Ces homeomorfo a {0,2} x {0,2}x {0,2}.....es decir (C, ) es
homeomorfo al espacio, producto de una familia

numerable de espacios discretos {{0,2}, }.

- Ces la union disjunta de dos copias de si mismo, es
decir, es auto semejante.
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